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2) In vollkommen eiweissfreier Nahrung kann Leim allein
den thierischen Organismus nicht erhalten; das Ge-
wicht desselben sinkt.

3) Dasselbe gilt vom Tyrosin in eiweissfreier Nahrung.

4) In eiweissfreier Nahrung vermag Leim mit Tyrosin
zusammen den thierischen Organismus zu erhalten;
das Gewicht desselben bleibt stabil oder steigh sogar.

5) Der Zusatz von Tyrosin zu eiweissfreier, leimhaltiger
Nahrung vermindert die Harnstoffausscheidung, sodass
weniger N ausgeschieden als aufgenommen wird.

‘Ueher die Symmetrie;
nebst einigen andern geometrischen Bemerkungen

von

Wilh. Fiedler.

Gelegentlich der zweiten Auflage meines Werkes »Die
darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der
Geometrie der Lage« (Leipzig 1875) fiel es mir auf, dass
die Behandlung der Symmetrie in den Lehrbiichern
der Geometrie eine wesentlich unvollstindige sei,
selbst in solchen von neuerem Datum, deren Verfasser
sich die Aufgabe gestellt haben, in den Elementen mit
Ricksicht auf neuere Anschauungen und Methoden zu
reformiren. Tch hatte mehrfachen Anlass, mich brieflich
dartiber zu Aussern, denn das Thema der Reform liegt
Jetzt in der Luft, und halte es fiir zweckmiissig, die Sache
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hier in aller Kirze darzulegen. Mit diesem Pumkte hingt
ja viel dnderes zusammen.

‘Nach der Natur meiner Untersuchungen evhielt ich die
Symmetrieen iiberall als spezielle Formen der invo-
lutorischen Collineation oder der Involution
gleichartiger Gebilde; also die Symmetrie in der
Punktreihe als den Fall der Involution von zwei Reihen,
wo einer der Doppelpunkte der unendlich ferne Punkt der-
selben ist (p. 63), und die Symmetrie im Strahl-
biischel respective Ebenenbiischel als denjenigen
Fall der Involution solcher (iebilde, wo die Doppelstrahlen
respective Doppelebenen rechtwinklig zu einander sind
(p. 111); die Symmetrie im ebenen System in den
beiden Formen der Specialisirung der involutorischen Col-
lineation, wo die Axe respective das Centrum der Colli-
neation unendlich fern liegen (p. 66, 67) als Symmetrie
in Bezug auf ein Centrum und Symmetrie in Be-

zug auf eine Axe — insbesondere orthogonale Sym-
metrie in Bezug auf ecine Axe, wenn die Rich-
tung des Centrums zur Axe rechtwinklig ist — die voll-

kommenere Axen-Symmetrie, weil nicht bloss die Reihen
auf den Strahlen dureh das Cenlrum, sondern auch die
Biischel ans den Punkten der Axe symmetrisch sind; die
Symmetrie im Strahlen- und Ebenen-Bindel als
Involution desselben in der speciellen Form, wo der sich
selbst entsprechende [Eiuzelstrahl, die Scheitelkante des
Biischels der sich selbst entsprechenden IEbenen, recht-
winklig auf der sich selbst entsprechenden Ebene, der Ebene
des Biischels der sich selbst entsprechenden Strahlen, steht;
die Symmetrie im vdnmlichen System zuerst in
den Specialisirungen der centrischen Involution collinearer
Raume (p. 146, 696), wo die Collineationsebene respec-
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tive das Collineationscentrum unendlich fern ist, im letatern
Talle insbesondere in der zur Collineationsebene mormalen
Richtung,' weil dann nicht nur die Reihen in den Strahlen
nach dem Centrum, sondern auch die Hbenenbiischel um
Strahlen in der Collineationsebene und die Strahlenbii-
schel in Ebenen nach dem Centrnm aus Punkten ihres
Schnittes mit der Collineationsebene symmetrisch sind;
— die beiden Formen der Symmetrie in Bezug auf
ein Centrum und in Bezug auf eine Ebene; endlich
die Symmetrie rdumlicher Systeme in Bezug auf
eine Axe, wie sie die Flichen zweiten Grades in Be-
zug zu jeder ihver Axen, die Rotationsflichen in Bezng
auf die Rotationsaxe zeigen (p. 357 f., p. 441 f) als der-
jenige Specialfall der gesehaarten Involution collinearer
Riume (p. 698), wo die eine der beiden sich selbst ent-
sprechenden Geraden unendlich fern und insbesondere wo
sie in den Normalebenen der andern liegt, weil in diesem
Falle nicht nur die Systeme in allen diesen HEbenen cen-
trisch symmetrisel sind, sondern anch alle die Systeme in den
durch die sich selbst entsprechende Gerade im endlichen
Raum gehenden Ebenen orthogonale Axensymmetrie be-
gitzen, ete. Hs sind Specialformen dieser allgemeinen Be-
ziehungen, welche fast mit Nothwendigkeit zu diesen selbst
hinleiten oder, wie man wenigstens unter dem darstellend
geometrischen Gesichtspunkt sagen muss, Specialformen,
die von den allgemeinen nicht wesentlich verschieden sind.
Eben darum aber ist ihr naturgemisses Hervor-
treten in den Klementen der Geometrie von
grosser Wichtigkeit fiir die Entwickelung.
Und da diess filr alle in gleicher Weise stattfindet, wie ich
sogleich des Naheren angeber will, so war eg um so uner-
warteter, dass die Schriften fiber Elementargeome-
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trie, welche mir bekannt sind, die eine Art
der Symmetrie raumlicher Figuren, die in Bezug
auf eine Axe, vollstandig dbergelen.

In der That, der Weg zur elementaren Ablei-
tung dieser Beziehungen ist der wesentlich gleiche
fiir alle Falle; ich will ihnh, obwohl diess das syste-
matisch Richtige witre, nicht durch sie alle hindurch ver-
folgen, sondern nur bei den Figuren in der Ebene und
bei denen im Ranm von drei Dimeusionen im Anschluss
‘an die tbliche Auffassung erléutern, im Anschluss nidm-
lich an die Bestimmung und Construction geradliniger Fi-
guren in der Ebene und ebenflichiger Kérper im Raum
aus der hinreichenden Anzabl nach Grosse und Aufein-
anderfolge gegebener Bestimmungsstiicke, Ist aus den-
selben ein Polygon 4 BCD ... hergestellt, so werde es
ein zweites Mal in A’ B ¢ D’ ... aus denselben Stiicken
in derselben Ordnung gebildet. Dann konnen beide Poly-
gone auf viererlei Weise so in dieselbe Ebene gelegt
werden, dass die begrenzten Geraden 4 B, A’ B’ einander
decken; erstens namlich a) in deckender Lage beider Fi-
guren, so dass die Paave entsprechender Punkte A 4°, B B,
C ', D D, efc. sammtlich vereinigt liegen; sodann b) einer
Drehung der einen Figur um eine der Seiten, z. B. 4’ B’
wn 180° entsprechend, in axensymmetrischer Lage mit
A B (4’ B) als Axe, so dass die entsprechenden Punkt-
Paare C (', D D' ete. je in einerlei Normale zur Axe
und gleichweit entfernt von ihr auf verschiedenen Seiten
liegen; ferner ¢) einer Drehung der einen der heiden I'i-
guren aus der Deckungslage a) um die senkrechte Halbi-
rungslinie von 4 B und um 180° entsprechend in axen-
symmetrischer Lage mit dieser senkrechten Halbirungs-
linie als Axe, und endlich d) einer Drehung der einen der
beiden Figuren auns der axensymmetrischen Lage a) mm



54 Fiedler, tiber die Symmetrie.

dieselbe senkrechte Halbirungslinie von 4 B und um 180°
. entsprechend in centrisch symmetrischer Lage mit dem
Mittelpunkt der Strecke 4 B (B’ A*) als Centrum. Andere
Vereinigungen der Figuren mit Deckung entsprechender
Seiten und daher andre Symmetrielagen ebener Figuren
sind offenbar unmsglich.

Far réwmliche Systeme gibt es solcher Symme-
trielagen dreierlei, wie aus folgenden Andeutungen
erhellen wird; es wire nicht am Oxte, hier ausfilbrlicher
daritber zu sein. '

Natiirlich liesse sich an Stelle der geschlossenen Raum-
form, die ich benutze, die Ecke oder das Biindel gebrauchen
und dadurch erinmern, dass die sorgfiltige Betrachtung
der Symmetrie im Biindel schon die Frage erledigt. Aber
das Biindel ist nicht eclementar (wenn schon die Keclke),
es will in die Scheidung von Planimetrie und Stereometrie
nicht passen. Die Frage: Ist diese Scheidung pidagogisch
nothwendig ? scheint mir aber eben die Cardinalfrage der
Reform zu sein.

Man denke sich also das Netz eines Polyeders ge-
zeichnet, copire es in drei congruenten Exemplaren und bilde
sodann aus ihnen das Modell des Polyeders zweimal so,
dass dieselbe obere Seite der Ebene der Netze zur Aussen-
flache der Polyeder I, 11 wird, das dritte Mal (IIT) aber
80, dass die andere untere Seite der Netzebene Aussen-
fliche wird. Die entsprechenden Ecken seien mit den-
selben Buchstaben A A‘, BB’, (" ete. bezeichnet und
zur leichtern Verfolgung der moglichen Zusammenlegungen
sei eine der Flichen 4 B C'D der Polyeder ein Rechteck
und diese werde mit der entsprechenden Fliche 4‘ B’ " D’
zunichst a) zur Deckung der Korper I, IT zusammengelegt.
Aus dieser Lage a) drehe man den Korper 11 um je 180°
um die drei Axem, deren zwei erste 1'espective,A’ B,
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C'D's B'C", D' A senkrecht halbiren, und deren dritte
im Mittelpunkt von A’ B¢ D’ auf seiner Ebene senk-
recht steht, in die Lagen b), ¢), d); man erhilt Axen-
symmetrie in Bezug auf die jedesmalige Drehungsaxe
als Axe.

Die Korper I und 11T kénnen nicht zur Deckung ge-
bracht werden, sondern ihre einfachste Aneinanderlegung
mit Deckung der Punktpaare 4 A', BB, C(, DD’ ist
die Lage a*) der Symmetrie in Beziehung auf die Ebene
ABCD; von dieser ausgehend drehen wir wieder das
Polyeder III um die drei Axen b,¢, d des Rechtecks um
*180° und erbalten in der Lage b*) und in der Lage c¢*)
Symmetrie in Bezug auf die HEbenen respective,
welche die Gegenseitenpaare A B, C'D; B¢, DA des
Rechtecks senkrecht halbiren, in der Lage d*) aber Sym-
metrie in Bezug anf den Mittelpunkt des Recht-
ecks A BC D als Cenfrum. Man sieht leicht, dass andere
~ Symmetrielagen der Polyeder nicht moglich sind, und da-
mit auch, dass es Symmetrien rdumlicher iguren ausser -
nach diesen drei Typen nicht geben kann.

Dass dabei die Zusammenlegung der Figuren mit
einem Paar entsprechender Seiten respective Flichen, welche
dadurch zar Axe oder Bbene der Symmetrie werden, re-
spektive das Centrum oder die Axe derselben enthalten,
nur zur Vereinfachung der Vorstellung angenommen, aber
keineswegs nothwendig ist, sieht man sofort; man wird
auch leicht finden, dass die Vorausschickung der symme-
trischen Vereinigung von hegrenzten Strecken, von Linien-
winkeln und von Flichenwinkeln und die Mitinbetracht-
‘nahme der Symmetrieverhaltnigse der Gebilde zweiter Stufe
um einen Punkt herum oder der Biindel die Beweiskraft
der einfachen Anschanungsoperationen, die ich vorgefiihrt
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habe, noch erhéht; man wird sich dann auch den grossen
Vortheil sichern, der fiir den Lelirer in diesem Aufban
des Zusammengesetzten aus dem Einfachen liegt und die
Symmetrien der ebenen Systeme und Biindel in den sym-
metrischen Riumen, sowie die der Reilien und Biischel in
jenen sorgfiltig ertrtern. Und alles dies erfordert, wie
man sieht, keineswegs die Einfithrung anderer Anschau-
ungen der modernen (Geometrie als hochstens die conse-
quentere Behandlung — nicht etwa Einfihrung! — der
Elementargebilde erster, zweiter und dritter Stufe, gegen
welche gewiss nichts eingewendet werden kann; und es
geht selbst ohne diese, wenn sich anch natiirlich ihre Ein--
filhrung wie iberall belohnt. Aweh die charakteristischen
HEigenschaften der Symmetrielagen ebener wie riumlicher
Systeme lassen sich ohne irgend welche Neuwernngen und
also selbst mit Vermeidung der frwihnung der unendlich
fernen Elemente — bekanntlich des Abschen’s manecher
Pidagogen — klar legen und aussprechen.

Die Einfiihrung der perspectivischen Rauman-
sicht bietet allerdings den erheblichen Vortheil, dass man
erkennt, wie in der Ebene die ecentrische Symmetrie und
die Axensymmetrie nicht wesentlich verschieden sind, im
Raume ebenso die centrische nnd die Symumetrie in Bezug
auf eine Ebene, weil in jeder respective eine Axe nund ein
Centrum, eine Symmetrieebene und ein Centrum vorhanden
ist, und dass die Axensymmetrie im Raum nicht von einer
Axe sondern von zwei Axen in ganz gleicher Weise re-
giert wird. ' ‘

Und wenn man, wie sehr wohl thunlich, den Anfinger
frih auf das Princip der Dualitdt als das Symmetrie-
gesetz des Systems unserer geometrischen Kenntnisse auf-
merksam gemacht hat, so bieten dann freilich die charak-
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teristischen Relationen entsprechender Punkte, Linien und
Fbenen in den verschiedenen Formen der Symmetrie das
reichhaltigste Beispiel fiir die Geltung jeues Princips dar,
wenn man sie nur correct und vollstindig aunssprechen will.
Sie lauten fiir die Symmetrie mit Centrum und
Ebene im Raum wie folgt, wenn wir den Ausdruck har-
monische Trennung fiir Halbirung mitgebrauchen:
Je zwel entsprechende Punkte Je zwei entsprechende Ebenen

liegen in demselben Strahl durch gehen durch denselben Strahl in
das Symmetrie-Centrum und sind der Symmetrie-Ebene und sind

von diesem durch die Symmetrie- | von dieser durch das Symmetrie-
Ebene harmonisch getrennt. - Centrum harmonisch getreant.

Je zwel entsprechende Gerade liegen in einer Ebene durch das
Symmetrie-Centrum und gehen durch einen Punkt der Symmetrie-
Ebene und werden durch jenes und durch diese harmonisch getrennt.

Und fir die Symmetrie mit zwei Axen:

Je zwei entsprechende Punkte Je zwel entsprecliende Ebenen
liegen in édiner Transversale der | gehen durch eine Transversale
Symmetrie- Axen und werden | der Symmetrie-Axen und werden
durch diese harmonisch getrennt. | durch diese harmonisch getrennt.

Je zwei entsprechende Gerade haben mit den Symmetrieaxen
mendlich viele gemeinschaftliche Transversalen und werden in diesen
und an diesen durch die Schnittpunkte und die Verbindungsebenen
mit jenen harmonisch getrennt.

Und was mehr ist, zugleich ergibt sich aus der Dua-
litdt zwischen Punkt und gerader Linie in der Ebene,
zwischen Strahl und Ebene im Biindel, zwischen Pankt
und Ehene und daher auch zwischen der geraden Linie
als Reihe und der geraden Linie als Ebenenbiischel im
Raum die Einsicht, dass die gefundenen Typen der Sym-
metrie die simmtlichen dualen Elementenpaare als die
Paare der sich selbst entsprechenden Elemente darbieten,
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und damit ein newer immerhin nur fir fihigere Kopfe
einleuchtender Beweis fir die Vollstindigkeit der
Reihe jener Typen.

Dass dann fir solche fihigere Kopfe die Kinsicht in
die simmtlichen Formen der collinearen Involu-
tion ebenso nahe liegt, als sie durchschlagend das weite
Gebiet der Raumanschauungen erleuchten wird, scheint
nicht zweifelhaft.

Aber gewiss ist doch, dass der also vernachlissigte
Typus der Axensymmetrie im Raum in der Form der
Rotationssymmetrie durch die Fille alltiglicher An-
schanungen ganz ebenso nahe lag wie die ibrigen Typen.
Die Symmetrien ungleichartiger Gebilde oder der
Reciprocitdt d. h. das Orthogonalsystem im Biindel und
im Biischel mit Nullkugel respective Nullkreis als Direc-
trix will ich hier nicht ertrtern®), sondern es bei der Be-
schrinkung auf den elementaren Begriff der Symme-
trie, der nur die alltaglichen Anschawungen formulirt,
bewenden lagsen, —

Aber da ich mehrfach anf mein Buch zu verweisen
hatte, so will ich mir erlauben, zu demselben einige Be-
merkungen zu machen, die nitzlich sein mogen, wenn sie
auch nicht alle unmittelbar oder nothwendig mit dem
Vorigen zusammenhingen.

Ich habe der Abneigung mancher Padagogen gegen
die perspectivische Rawmansicht gedacht,. und da Grund
vorhanden ist zu der Annahme, dass manchem unter ihnen
die Gauss’'sche Ebene der complexen Zahlen mit
ihrem einen unendlich fernen Punkt als Schwierigkeit

*) Dass diese symmatrische Reciprocitit die Metrik der Elemen-
targeometrie liefert, ist bekannt. (Vergl. das citirte Werk § 161,
p. 661),
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entgegensteht, so erlaube ich mir die Bemerkung, dass
sachlich wie historisch zu erkennen ist, die Gauss'sche
Ebene sei keine Ebene sondern eine Kugel, oder sie sei
das Abbild der Kugel durch reciproke Radien oder stereo-
graphische Projection, d. h. in einer Transformation zweiten
Grades, bei welcher der Anfangspunkt der eine reelle
Ausnahmepunkt ist, d. h. ein Punkt ohne eindeutiges Ent-
sprechen. Diess ist in der heregten Ausdrucksweise ver-
nachlissigt. Die Differenz zwischen der Zahl der reellen
Punkte der Ebene (42— u—+ 1) und der Menge der
imaginiren und der reellen Zahlen in der Zahlenreihe
(u? — 24+ 2) wird eben gerade amsgeglichen durch die
Festsetzung, dass die Ebene einen unendlich fernen Punkt
besitze, statt der u, die die perspective Raumansicht ihr
beilegen muss, und das entschied fiir die Gauss'sche Auf-
fassung ; selbst wenn man aber ihren Ausdruck ohne wei-
tere Erliuterung fiir statthaft halten will, so wird man
nicht tbersehen diirfen, dass hier die Anschanungsform
der Geometrie fiiv Zwecke verwandt wird, die ihr fremd
sind, und dass ein solcher Gebrauch nicht Gesetze fiir die
Geometrie machen kann, wenn er auch vielleicht eines
oder das andere ihrer Gesetze filr seinen Zweck modifi-
ciren darf. Die Lehre von den imaginiren Elementen des
Raumes gab mir Anlass, diess klar zu stellen (p. 508 f))
wie es immer in meinen Vorlesungen geschehen ist. —
Teh will ferner erwiihnen, dass die Untersuchungen
der Geometrie der Lage mit Nothwendigkeit anf die ein-
deutigen Transformationen zweiten Grades fithren,
ebenso bei der Erorternng der ineinanderliegenden Gebilde
zweiter Stufe (p. 652), wie bei denjenigen dribter Stufe
{(p. 707), wo danu der tetraedrale Complex die Punkte des .
Raumes abbildet, seine Regelschaaren ihre geraden Reihen
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reprisentiren ete., natlirlich auch nicht ausnahmslos ein-
deutig ; und nicht bloss wie bei der Magnus-Steiner’schen
Verwandtschaft bei der Vereinigung von zwei Polarsy-
stemen in derselben Ebene oder, was nnuntersucht geblieben,
im Raume.

Mir scheint speciell das Auftreten des tetraedralen
Complexes bei diesen Anlissen ein bedeutungsvoller Finger-
zeig dahin, dass die Abbildung auf den Complex der rechbe
Aunsgangspunkt der Theorie der birationalen Transforma-

_tionen im Raum sei. Mit dem Beispiele des linearen Com-

plexes, mit dem ich das ICap. VIII der nenen Aunsgabe der
Analyt., Geometrie des Raumes nach G. Salmon (Bd. II,
p. 448) 1874 begann, ist das Gebiet solcher Entwicke-
Iungen erofinet aber nicht erschopft. Ieh suche in dieser
Richtung die Einheit der birationalen Raumtrans-
formationen. —-

Weil die Constructionen der Geometrie der Lage wie
der darstellenden Geometrie zumeist auf die der projec-
tivischen Reihen und Biischel in derselben Ebene zuriick-
kommen, so ist die bequeme praktische Gestaltung der
Letztern von besonderem Gebrauchswerth; ich habe dieser
Entwickelung Sorgfalt gewidmet (§§ 17, 18 und §§ 28, 27
meines Buches), aber einer metrischen Specialisirung
nicht ansdriicklich Erwahnung gethan, die das Grundprineip
der Kinfithrung perspectivischer Biischel oder Reihen iiber
und aus den projectivischen Reihen und Biischelu gestattet,

Man kann im ersten Falle die perspectivische
Axe zur unendlich fernen Geraden machen, so dass
die beiden ,zur Construction benutzten perspectivischen
Biischel gleiche und parallele Biischel sind, und man kann

~im andern Falle das perspectivische Cenfrum zu
einem unendlich fernen Punkt machen, so dass
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die zur Construction dienenden Reihen speciell dhuliche
Reihen sind. Jenes erreicht man bequem mittelst dex
Gegenpunkte ', B der Reihen ¢, ¢, man zieht die Geraden
Q' Q, B R d h durch jeden Gegenpunkt den Parallel-
strahl zur andern Reihe ; die Schnitbpunkte A°;, 4, dieser Ge-
raden mit der Verbindungslinie 4 A’ von irgend zwei ent-
gprechenden Punkten der Reihen — und ein Paar ausser
den (tegenpunkten ist nothwendig bekannt — sind Scheitel
gleicher und paralleler Biischel iiber den Reihen ¢,¢, d.bh.
jedes Paar paralleler Geraden aus A4°;, 4, schneidet # und
{ in zwei entsprechenden Punkfen X‘ X derselben. Oder
im Sinne von p. 95 die eine Diagonale des Brianchon’schen
Sechsecks ist unendlich fern und die parallelen Strahlen
aus A, A,’ sind die beiden andern. (Im Falle der perspec-
tivischen Lage gibt jeder Strahl durch den Schnittpunkt
der Reihen die Scheitel solcher Biischel.)

Das andere erreicht man, indem man vom Schnitt-
punkt zweier entsprechenden Strahlen Transversalen der
Biischel 7T, 7" parallel zu zwei andern entsprechenden
Strahlen derselben zieht; die Verbindungslinie ihrer Schuitte
mit den Strahlen des unbetheiligten dritten Paares gege-
bener Strahlen gibt duvch ihre Richtung das perspectivische
Centrum. = Es bat einiges Interesse, diejenigen Strahlen-
paare der erzeugenden Bischel aufzusuchen, fiir deren Pa-
rallelen die proportionalen perspectivischen Reihen ein-
ander gleich werden.

Man kann aber auch speziell die entsprechenden Recht-
winkelpaare ¢, und ¢‘,# der Biischel 7, 7" ausser in
dieser Weise verwenden wie folgt: Ist ¢,a’ das dritte
gegebene Paar, so schneide man mit der Entfernung von
ilwem Schnittpunkte 4 bis 7' die Strahlen ¢, und ziehe
die durch 4 gehende Verbindungslinie der Schnittpunkte;
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und man schneide ebenso mit der Linge A4 7" die Strahlen
g’y v und ziehe die durech 4 gehende Verbindungslinie.
Diese Linien sind offenbar die Triger perspectiviseh dhn-
licher Reilien, die aus den gegebenen Bischeln geschnitten
werden, und man sieht sofort, dass sie zu entsprechenden
Strahlen der Bischel respective parallel sind. Auch er-
gibt sich hieraus, dass es auf dem Kegelschnitt, welchen
die projectivischen Bischel erzeugen, zwei Punkte A, 4,
gibt, welche an Stelle von A benutzt, gleiche perspec-
tivische Reihen aus den erzeugenden Biischeln bilden lassen.

Natiirlich konnen diese Constructionen auch in zu-
sammengesetzten Aufgaben von Nutzen sein, z. B. wenn
verlangt wird, die Collineation von zwei Kbenen aus zwel
Paaren entsprechender Geraden ¢, a'; b, & und den Gegen-
axen #, ¢’ zu construiren; man findet zu 2 die entsprechende
Gerade x’ mittelst der in @, o’ und b, 5 gebildeten pro-
jectivischen Reihen und diese durch die gleichen und pa-
rallelen Biischel ans Scheiteln in der Geraden (¢ 0, a'bd'). —

In § 89, 3 ist die Frage nach den Chavacteristiken
A, der centrisch-collinearen Systeme in ent-
sprechenden Ebenen A, A, der Centralcollineation
im Raum kurz erdrterf, aber die Angabe daselbst bedarf
einer Brginzung. Ist & die Breite der Originalebene A
md b, die Breite ihres Bildes A, zwischen der Collinea-
tionsebene S uud der Gegenebene @, und ist A die Cha-~
rakteristik der Raumecollineation selbst, so ist

At Ag=0b:b=yne:sinea,

wenn o« und e, die Winkel bezeichnen, welche die
Ebenen A und A; mit der Collineationsebene einschliessen,
Man. sieht die Charakteristiken Ay sind grosser oder
kleiner als A, welches den projicierenden Ebenen zu-
kommf; fiir -jede bestimmbe Neigung e« der Original-
ebene A gegen die Collineationsehene von « his A
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abnehmend, wihrend diese von unendlicher Entfernung
bis zum Centrum heran riickt; sodann weiter abnehmend
bis zu derjenigen Ebene, deren Bild zur Collineationsebene
vechtwinklig ist mit Ay = A sine; endlich von da ab
wieder zunehmend — durch A hindureh bis unendlich.
Ks ist von Interesse, diese Verinderlichkeit innerhalb eines
Reliefs, also des Sehkegels, zu nntersuchen. Fiir Ebenen,
welche zur Collineationsebene parallel sind, wird A4 zum
Achnlichkeitsverhiltniss und erhélt insbesondere den Werth
Ay = — 1 fiw zwei Ebenen A, A;, welche so liegen,
dass die Gegenebene R die Mitte zwischen der Collinea-
tionsebene 8 und dem Original A, die Gegenebene §, aber.
die Mitte zwischen 8 und A, bildet — wie diess am an-
gefiihrten Orte (p. 189, unter 4) angegeben ist; es sind
die Ebenen in centrischer Symmetrie. Und diese Relation
findet natiirlich ganz ebenso statt in der centrischen Col-
lineation ebener Systeme filr zwei entsprechende Gerade
a, &' mit gleichen Reihen von entgegengesetztem Sinn;
dieselben werden in der rdumlichen Lage bei der Central-
projection einer Wbene durch die projicierende Ebene aus-
geschnitten, welche der Ebene der beiden Gegenaxen ¢’
parallel ist. Die vorher angegebene Lagenbeziehung von
s,q',7,a, ¢ ist die Hrscheinnng der bezfighehen harmo-
nischen Relation im Ebeuenbiischel. Im Fall der Invo-
lution vereinigen sich diese Ebenen respective Geraden in
eine durch das Centrum gehende, im Fall der ecentrischen
Symmetrie werden sie unbestimmb. —

BEine andere kleine Ergéinzung, an die mich diess er-
innert, fordert § 134, 11 meines Buches, wo der Schluss-
satz ausgefallen ist, wegen dessen das Beispiel dasteht.
Man hat gezeigt, dass die Doppelelemente Fy, B, verei-
nigter projectivischer Gehilde erster Stufe von den Paaren
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A A, BB mit A B, A'B drei Paare einer Involution
bilden. Also folgt '
(I, 1y, A AYx (I, Fy B'B) x (¥, ¥, BB,

d. h. man hat die Constanz des Doppelverhiltnisses er-
wiesen, welches die sich selbst entsprechenden Elemente
mit irgend einem Paare bilden, oder der Charakteri-
stik A der Collineation. (§ 19). Ein so funda-
mentaler Begriff musste in voller unbestreitbarer Allgemein-
heit der Begriindung nachgewiesen werden, und das konnte

nor an dieser Stelle geschehen. —

Eine absichtliehe Unterdriickung ferner (§ 159 p. 647)
-erscheint mir jetzt nieht mehr so zweifellos zweckmissig,
nimlich die der naberen Krérterung der Affinitit und der
Aehnlichkeit als Specialfall der Collineation in allgemeiner
d. h. nicht centrischer Lage. Die beziiglichen Betrach-
tungen bieten allerdings keine Schwierigkeit dar, -aber es
wire doch vielleicht besser gewesen, sie nicht ganz dem
Leser zu iiberlassen, wie sie denn anch in meinen Vor-
lesungen immer gegeben werden. Thr Platz wire a. a. O.
und fiir die Gebilde dritter Stufe in § 166. Ihre Auf-
nahme hitte anch Anlass gegeben, der Eigenthiimlichkeiten
zu gedenken, welche die Erzeugnisse solcher spezieller Ge-
bilde, also die heztiglichen Congruenzen und Complexe und
entwickelbaren Flichen dritter Classe besitzen — eine
wesentliche Bereicherung des Uebungsmaterials. Ich denke,
eine neue Auflage munss den Raum auch dafir bieten. —

Historisch ist es von einigem Interesse, dass nach
neuerlichem Nachweis ( sLondon Math. Society« 1875)
das Buneh eines sonst unbekannten Autors . Walker
» Conic Sections « (Nottingham 1794) einen ziemlich
allgemeinen Specialfall der Collineation von zwei
ebenen Systemen behandelt. Sind O und O’ zwei feste
Punkte nnd o, 0 zwei feste Gerade, so sind die heiden
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letzten Gegenecken eines Vierseifs correspondirende Punkte
P, P, welches zwei Gegenecken in O, O’ und die beiden
andern in o, o’ hat; W. hat den Specialfall, wo die eine
der Deiden festen Geraden o' unendlich fern ist. Man
sieht leicht, dass der Schnittpunkt von o mit o’ ein sich
selbst entsprechender Punkt und dass die Gerade O O die
gegeniiberliegende sich selbst entsprechende Gerade ist,
deren Punktepaare sich involutorisch entsprechen, so dass
die Doppelpunkte dieser Involution die beiden andern sich
selbst entsprechenden Punkte sind, Das ist Colli-
neation vor Poncelet und Mdobius. W. hat seine
Transformation besonders auf Winkelrelationen in der
Theorie der Kegelschnitte angewendet, und manche Fragen,
wie z. B. die nach der Verwandlung eines Vierecks in
ein Quadrat verrathen den darstellend geometrischen
Gesichfspunkt.

Dass derselbe nicht erst durch Monge's »Géométrie
descriptive« wieder erinnert worden isf, zeigen vielleicht
schon die literar-historischen Noten, welche ich meinem
Werke beigefiigt habe, zur Geniige. Monge hat die Be-
wunderung, die er vollauf verdient, gerade in dem Ge-
biet, das man seine Schipfung par excellence nannte und
das weder die eigenste moch auch die wichtigste seiner
Schopfungen ist, also vor allem in der darstellenden Geo-
metrie viel zu sehr in der Form der unbedingten
Nachahmung erfahren und diese ist in jedem Betracht
die schlimmste der Huldigungen, die man einem grossen
Manne widmen kann. Das bezeugt nicht bloss die des-
criptive Geometrie selbst, sondern auch der Kinfluss von
Monge's Auffassung auf ihre practischen Dependenzen, wie
Schattenconstruetion, Stereotomie, etc. M. de la Gonr-

neric hat mit vollem Recht vor Kurzem (Liouville’s

XXE. 1. 5
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sJournal de Mathém.« 2, sér. t. XIX. p. 113—156) hervor-
gehoben, dass die glanzende Idee der Krimmungslinien
und ihrer entwickelbaren Normalenflichen weit davon ent-
fernt ist, die Schwierigkeiten des Gewdlbesteinschnittes
m erledigen, ja dass sie nicht einmal den statischen
Bedingungen entspricht, welchen dieselben unterliegen.
Alle Praxis hat eben etwas von der Complication der
Natur; eine Menge von Bedingungen fordern mehr oder
weniger gebieterisch Frfiillung und es ist oft genug un-
mbglich, allen zugleich zu geniigen. Das Gebiet der dar-
stellenden Geometrie an der Hochschule ist die Cultur und
Durchbildung der Raumanschauung und sie dient der Praxis
um so besser, jo mehr sie sich auf diess Gebiet beschranks
und je grindlicher und tiefer sie dasselbe behandelt.

Ueher diejenige Minimalfliche, welche die Neil'sche
Parabel zur ebenen geodiitischen Linie hat.
Von
Dr. Lebrecht Elenmneberg.

Auf Seite 63 meiner Dissertation (»Ueber solche Mi-
nimalfiichen, welche eine vorgeschriebene ebene Curve zur
geodatischen Linie haben«; Zirich 1875) ist gezeigh wor-
den, dass anf der Ossian Bonnet’schen Biegnngsfliche
der Minimalfiiche, welche die Neil’sche Parabel zur ebenen
geodatischen Linie hat, eine Astroide als ebene geodiitische
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