Die einander dobpelt conjugirten Elemente in reciproken
Systemen
von Joh. Keller.

Ebene Systeme.

Das Gebiet unserer Untersnchungen sind zwel inein-
anderliegende reciproke ebene Elementarsysteme. Bezeichnen
By Tg s Lgs Eyy Egy Eqy — X'y X'y, 2’55 £y, £y, &5 beziehungs-
weise die projéktivischen Coordinaten eines Punktes und
einer Geraden der 2 Ebenen, so wird die Projektivitit der
beiden Systeme in der allgemeinsten Form ausgedrtickt
durch die zwei Gleichungen¥)

mE =y 2y foapx Togay (6=1,2,3)
) {n b = apca’y oo’y + oo’y (B=1%3)
wobei m und n beliebige Parameter bezeichnen.

Sucht man die Punkte der ungestvichenen Ebene auf,
die aunf ihren entsprechenden Geraden der gestrichenen
liegen, so findet man als ibren Ort einen Kegelschnitt,
den Polkegelschnitt, von der Gleichung:

2) @yt ey @, gy ® - (o + wge) 2o - (050 - 0pg)
+ (g + o) wywy = 0.

Terner umhiillen die Geraden der gestrichenen Ebene,
welche durch ihre entsprechenden Punkte der ungestrichenen
gehen, ebenfalls einen Kegelschnitt, den Polarkegel-
schnitt, von der Gleichung:

Qs Qapy 0y, &

Qg Oygy Ogy, &

g, Oy, Ogp, &

gl, 62) 537 O

*) Fiedler, Darst. Geom. u. Geom. d. Lage. Leipzig 1875. p. 598.
XXV, L 1

3) = 0.
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Diese zwei Kegelschnitte beriihren einander doppelt
und sie konnen geradezu als das Krzeugniss der 2 reci-
proken Systeme angesehen werden. Sie sind nicht noth-
wendig reell; ihre Reellitdt aber ist eine gegenseitige.
Wenn sie imagindr sind, so werden sie durch die zwei
Systeme vertreten, deren Projektivititsbeziehung durch
vier Paare entsprechender Elemente bestimmt wird. Alle
Construktionen, die unter zu Hillfenahme der zwei Kegel-
schnitte sich mehr oder weniger einfacher gestalten wiirden,
konnen dann ebenso sicher direct durch Vermittelung
dieser Bestimmungselemente ausgefiihrt werden. Ks ist
hier noch am Platze zu bemerken, wenn in Gl 1) die
Voraussetzung eingefihit wird, o, = e, dass dann diese
allgemeine Reeciprocitit in die gewohnliche Polar-Reci-
procitiat dbergebt; Pol- und Polarkegelschnitt vereinigen
gich in die Directrix derselben.

- Man kann nun einen Puukt P der zwei vereinigten
reciproken Ebenen sowohl zum ersten als auch zum zweiten
Systeme rechnen; dann entspricht ihm in beiderlei Sinn
je eine Gerade; diese zwel Geraden, die im Allgemeinen
von einander verschieden sind, schneiden sich in einem
Punkte P*, welcher der doppelt conjugirte Punkt
zu P genannt werden soll. Analog entsprechen einer Ge-
raden g in beiderlei Sinn der Beziehung zwei Punktbe,
deren Verbindungsgerade g* die doppelte conjugirte
Gerade zu g ist. Die Unlersuchung dieser doppelt con-
jugirten Elemente bildet den Inhalt dieser Abhandlung
und zwar wollen wir ung hier auf den Fall zweier doppelt
conjugirten Punkte beschrinken.

Sind A4,, A, (Fig. 1) die Berithrungspunkie des Pol-
nnd Polarkegelschnittes, o'y, o’y die gemeinsamen Tan-
genten resp. in ihnen, ferner A, der Schuiftpunkt der
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letzteren und &, die Verbindungsgerade der ersterem, so
erkennt man, dass die Klemente des Dreieckes A, 4, A,y
solche sind, die sich reciprok involutorisch entspreclien,
d. h.: zdhlt man die Punkte A4, 4,, 43 wur gestrichenen
oder zur ungestrichenen KEbene, in beiderlei Sinn ent-
sprechen ihnen vesp. die Geraden «'y, 'y, ¢’y und um-
gekehrt; eine einfache analytische Untersnchung zeigt,
dass diess auch die einzigen Elemente der Ebene von
dieser besondern Bigenschaft sind. Auch wenn Pol- und
Polarkegelschunitt imagindr sind, so sind doch immer A,
und o' reell. Wir setzen hiermit die Reellitit dev zwei
Kegelschnitte und damit auch des ganzen Dreieckes A, A, A4
voraus und wihlen dasselbe zum Fundamentaldreieck, wo-
durch die Projektivititsgleichungen der 2 Ebenen, sowie
die Pol- und Polarkegelschnittsgleichung bedeutend ver-
einfacht werden. Die ersteren lanten:

1) {m By ==y @y mEy = ey Wg; ME'y = oy @y

g ==eyy & nby = gy @y nEy = agy @y
die letzterem:

5) oy @ oy F ega) e 05 ==0; 0ty gy &7 — ety (g - g9) £p8y =10
oder die Polarkegelschnittsgleichung in Punkt-Coordinaten:
oy (ogg + 0ge) @ " -4 gy gy @y s = 0.

Hieraus erkeunt man deutlich die Beziehung der 2 Kegel-

schnitte zum Fundamentaldreieck.

Iis habe nun ein Punkt P die Coordinaten y,,u4, 75 .
so entsprechen ihm nach 4) in beiderlei Sinn der Bezie-
hung die 2 Geraden

6 {“11 Yo 1 - g Ys By A gy Yo 5 =10
@y Y @y gy Ya By - @p Yy B3 =03
dieselben schneiden sich in dem doppelt conjugirten
Punkte P* von den Coordinaten:
$Y i Y

*

== —(otyg - 039) Yo Yy ' 11 Y1 Yz b 11 Y1 Ys
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oder wenn wir — (oy5 + at3,) == m setzen
Wt st = MY Yt e Y1 Ye i Y Y
oder
_m ey ey
Y Y Y
Gleichung 7) driickt also die Beziehung aus, welche zwei
conjugirte Punkte P und P* mit einander verbindet. Wir
wollen die Bezeichnung einflihven, P reprisentire das erste,
P* das zweite System, — Zuerst ergibt sich, dass die
Correspondenz zwischen P und P* eine rationale ist, denn
im Allgemeinen entspricht micht nur einem Punkte des
ersten Systems ein und nur ein Punkt des zweiten, sondern
auch umgekehrt; ferner ist die Beziehung eine involuto-
rvische, denn rechnen wir y* zum ersten System, entspricht
ihm ein Punkt’zi* von den Coordinaten
g n gt = amy YT a Y YTen yt
=y Tyt s e Y Y2  Ys M Py e Yt
=YY i Ys »

d. h. der Punkt z* fallb wieder mit dem Punkt ¢ zu-
sammen.

Duvch Addition und Subtraktion der zwei Gleichungen
6) ergeben sich die zwei neuen Gleichungen:

2 0ryy Yy @y A (0gg b @ge) (Y5 02 + 9 @) = 0
Yy & — Yo 5 = 0.

Dieselben stellen Gerade dar durch den Punkt P*; die
ergtere ist die Polare des Punktes P in Bezug auf den
Polkegelschnitt; die letztere geht durch 4, ; P* liegt da-
her mit P auf einer Geraden aus A, und ferner auf der
Polaren von P in Bezug auf den Polkegelschnitt.
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Specielle Lagen des Puukies P.

I P liege in den Fundamentalecken 4,, 4,, 4,.

Dem Punkte A, entspricht in beiderlei Sinn der reci-
proken Beziehung die Gerade A, A,; also ist der ent-
sprechende Punkt zu 4, auf 4, 4, gelegen, dort aber
unbestimmt; umgekehrt, irgend einem Punkte auf A, A4,
entspricht der Punkt A;. Analog entspricht dem Punkte
A4, irgend ein Punkt auf der Geraden A4; 4, und dem
Punkte A, irgend ein Punkt anf A4, 4; und umgekehrt.
Bei dieser Correspondenz, die wir als eine Cremona’sche
Transformation bezeichnen kdnnen, sind somit 4,, 4,, 45
diec drei Hauptpunkte und ', @'y, @’y dic ihnen ent-
sprechenden Geraden.

1L P liege auf dem Polkegelschnitt K.
Alsdann ist nach 5) o, y,2 — myy ys = 0, somit

o Y,
m o= 1Y ynd daber
2 Ys
* * o Qi Y’ .
YT Y YT = Yo Y P Wy YL Yl G Y1 Ys
Y2 Ys
=Y Y2 Ys

d. h. P* fallt mit P zusammen, was auch geometrisch
sofort klar ist, denn die zwei dem Punkte P in- beiderlei
Sinn der veciproken Beziehung entsprechenden Geraden
gehen durch ihn selbst hindureh; es sind die zwei dmrch
ibn an den Polarkegelschnitt gehenden Tangenten.

ITL. P durchlaufe eine beliebige Gerade g.

Ist o, v, - ey yy + a3 y; = 0 die Gleichung der
Geraden, so ergiebt sich mittelst der Gleichung (7), dass
die Punkte P*, die den Punkten P der Geraden ent-
sprechen, auf der Curve liegen von der Gleichung:

8) oy oy oy w0y ety 2y By - 0t 0y 3wy = O,
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Dieselbe stellt sinen Kegelschnitt dar, der durch die drei
Hauptpunkte 4, 4,, A5 geht. Wir diskutiren nun diesen
Kegelschnitt, indem wir specielle Lagen der Geraden ¢
betrachten.

1) g gehe durch den Punkt 4.

Dann zexfallt der ihr entsprechende Kegelschnitt in
die Gerade 4, 4, wund in g selbst, wie aus dem Fritheren
geometrisch oder auch aus Gleichung 8) sofort hervorgeht,
wenn man dort ¢, = 0 setzt. Die sich entsprechenden Punkte
P, P* By B B, B¥; ... auf irgend einer Geraden
durch A, bilden eine Involution, deren Doppelpunkbe die
Schuittpunkte der Geraden mit dem Polkegelschnitt sind.
Die Involution ist hyperbolisch, parabolisch oder elliptiseh,
je nachdem die Gerade den Polkegelschnitt schneidet,
bertihrt oder gar nicht trifft. Da ein beliebiges Paar der
Involution mit den Doppelpunkten eine harmonische Gruppe
bildet, so folgt: Sucht man auf den Strahlen durch A4,
zu den oo fernen Punkten die entsprechenden, so liegen
diese in den Mitten der Sehnen, welche der Polkegelschnitt
auf diesen Geraden begrenzt. Da nun der oo fernen Ge-
raden auch ein Kegelschnitt K%, entsprechen wird, der
durch die Hauptpunkte geht, so folgt der Satz: Wenn
man von einem beliebigen Punkte der Ebene aus Strahlen
nach einem Kegelschnitt zieht und die Mitten der Sehnen
nimmt, welche diese Geraden mit dem Kegelschnitt be-
stimmen, so legen dieselben auf einem neuen Kegelschnitt,
der durch den Scheitel des Strahlenbiischels geht und mit
dem gegebenen Kegelschunitt entweder zwei, einen (Beriih-
rung) oder keinen reellen Punkt gemeinsam hat, je nach-
dem der angenommene Punkt ausserhalb, auf oder im
Innern des gegebenen Kegelschnittes legt. TFiir parallele
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Strahlen degenerirt der Kegelschnitt in einen Durchmesser
des gegebenen und in die oo ferne Gerade. Auf diesen
Kegelschnitt K% kommen wir bald wieder zuriick.

2) ¢ gehe durch den Punkt A,.

Dann ist ey = 0; fithren wir diese Voraussetzung in

der Gleichung 8) ein, so wird sie:
Qy mxy g+ oy oy B By =0

oder:

2y =0; oy mxy + o5y x, =0,
Der Kegelschnitt degenerirt in die Gerade A4, 4, und in
eine Gerade durch A,, welche keine andere ist, als die
Verbindungslinie von .4, mit dem zweiten Schnittpunkte
von ¢ mit dem Polkegelschnitt. Dem Strahlenbiischel g;
vom Scheitel A, entspricht also das Strahlenbiischel g;*
vom Scheitel 4, ; zu jedem Strahl ¢* gehort dann eigentlich
noch die Gerade A, 4, als Rest des Kegelschnittes, welcher
g entspricht. Die beiden Biischel der g, und der ¢* sind
projektivisch; ihr Trzeugniss ist der Polkegelschnitt.
Nehmen wir umgekehrt die Geraden ¢g* =1, durch 4, als
Ausgangsstrahlen an, so entsprechen ihnen die Strahlen
¢:=1* durch 4,. Dem Strahle A4, A; entsprechen in
beiderlei Sinn die Geraden A; 4, und A4, 4,. Die Reihen
entsprechender Punkte auf ¢ und g* sind perspektivisch;
ihre Gegenpunkte @* R liegen auf dem vorhin erwihnten
Kegelschnitte K3 .

Durch das Vorige ergibt sich jetzt eine einfache Con-
struktion des entsprechenden Punktes zu einem beliebig
gegebenen: Ist P der gegebene Punkt, so verbinde man
ihn mit A, und nehme zu der Geraden PA, die ent-
sprechende, dann schneidet der Strahl A, P aus dieser
Geraden den entsprechenden Punkt P* herauvs; wie A,,
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s0 kann man auch A, benutzen und erhilt fir die richtige
Lage von P* eine Probe.

8) g habe eine beliebige Lage.

Der ICegelschnift K*, welcher einer beliebigen Lage
von g entspricht, geht durch A4,, 4,5, 4; und es kénnen
von ihm beliebig viele weitere Punkte ermittelt werden.
Mit Leicht'gkeit ergeben sich die Tangenten in den drei
Hauptpunkten an ihn: Die allgemeine Construktion des
entsprechenden Punktes zu einem gegebenen lehrt sofort,
dass die Tangente in 4, an K* durch den Schnittpunkt
von A, A; mit g geht; dass ferner die Tangenten in A4,
und A4, erhalten werden als die entsprechenden Geraden
zu denjenigen, die resp. von A4,, 4, aus nach den Schnitt-
punkten von 4, 4, wnd A4, 4; mit ¢ gehen. Natfirlich
geht K* auch durch die zwei Schnittpunkte von g mit
dem Polkegelsehnitt; wenn g den Polkegelschnitt beriihrt,
so berithr ihn auch K* an derselben Stelle. Diese Con-
struktion erleidet keine Ausnahme fiir den I{egelschnitt

&, welcher der co fernen Geraden entspricht; die Tan-
gente in 4, an ihn wird parallel zu 4, 4,. Damit ist
fiir irgend eine Gerade g der entsprechende Kegelschnitt
mehr als gentigend bestimmt.

Es ist noch von Inferesse, iiber die Construktion der
Tangente in einem beliehigen Punkte des Kegelschnittes K*
Folgendes zu bemerken: Die Punkte auf g und die Tan-
genten in den entsprechenden Punkten auf K* hilden zwei
projektivische Systeme. Zu den drei Punkten I, IT, III
auf ¢ sind nach Vorigem die drei entsprechenden Tangenten
1, 2, 3 in 4,, 4,, A; bekannt; schneiden wir nun diese
Tangenten mit 1, so bilden die Schnittpunkte I°, II‘, 11T,
mit I, II, IIT zwei projektivische Reihen, deren perspek-
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tivische Axe die Polare des Schnittpunktes I der Tangente
in A, mit g in Bezug auf den Kegelschnitt K* ist; weil
nun dieser Schnittpunkt dieselbe Polare hat in Bezug auf
den Polkegelschinitt und den Kegelschnitt K*, so folgt,
dass die zwei Schnittpunkte 73, und 7% der Tangenten in
A, und A, an K* mit dem Polkegelschnitt auf einer
Geraden nach I liegen und dass die vorige Polare durch
den Schnittpunkt von A4, 7 mit 45 7, geht. Durch Ver-
mittelung dieser Polare kaun man aber die Tangente in
einem beliebigen Punkte von K* finden. — Den Tangenten
an K* in P* F* F* ... entsprechen Kegelschnitte,
welche durch 4,,4,, 4, gehen und die Gerade g resp.
in P, Py, B;,... berithren. Darunter kommen vier Parabeln
vor, die den vier gemeinsamen Tangenten von K* und
K% entsprechen. _

Die Kegelschnitte, welche den Geraden der Hbene
entsprechien, miissen ein System von zweifacher Unend-
lichkeit bilden; da nun ein Kegelschnitt erst durch fiinf
von einander unabhingige Elemente bestimmt ist, so
miissen alle diese Kegelschnitte dvel gemeinsame Bestim-
mungselemente haben: Sie gehen durch die drei Haupt-
punkte 4, 4, A;. Um die Gesammtheit dieser Kegel-
schnitte genauer iiberblicken zu kénnen, betrachten wir
ein Strahlenbiischel vom Scheitel S (Fig. 2), dem ein
Kegelschnittbiischel vonden vier Grundpunkten 4,, 4,, 44, 8%
entspricht. Liegt § im Tnnern des Kegelschnittes K %,
so triflt jeder Strahl des Biischiels diesen Kegelschnitt in
zwei reellen verschiedenen Punkten, deren entsprechende
im Unendlichen liegen; also besteht in diesem Fall das
Kegelschnittbiischel aus lauter Hyperbeln; unter ihnen
kommt eine einzige gleichseitige vor, die dem Strahl ent-
spricht, welcher S mit dem Pole P der Rechtwinkelinvo-
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lution von Strahlen aus A4;, tbertragen auf den Kegel-
schnitt K%, , verbindet. Liegt § in P selbst, so besteht
das Kegelschnitthiischel aus lauter gleichseitigen Hyperbeln;
der dem Punkte P entsprechende vierte Grundpunkt des
Biischels ist der Hohenpunkt des Drejeckes 4, A4, A,.
Ferner gibt es in jedem der Xegelschnittbiischel hochstens
zwei Hyperbeln von gegebenem Asymptotenwinkel, die in
folgender Weise gefunden werden konnen: Wir bilden um
den Punkt 4, zwei gleichwinkelige projektivische Biischel
a,byey.. 5 a, by, .., so dass der Winkel zwischen je
zwei entsprechenden Strahlen gleich dem gegebenen Asym-
ptotenwinkel ist; verbinden wir jetzt die Schnittpunkte
A, A B,B'; C C;... entsprechender Strahlen mit dem
Kegelschnitt K%, so umhiillen die Sehnen einen neuen
Kegelschuitt, welcher K% doppelt berihrt; die zwei Tan-
genten von S aus an diesen Kegelschnitt liefern die zwei
gesuchten Hyperbeln. Den drei Strahlen SA,, SA4,, .84,
entsprechen die degenerirten Kegelschnitte des Biischels.
Wenn § auf K& liegt, ist &* im Unendlichen gelegen
d. h. das Kegelschnittbiischel besteht aus Hyperbeln mit
einer gemeinsamen Asymptotenrichtung; unter ihnen kommt
eine einzige Parabel vor, die der Tangente in S an K&
entspricht. Ist .S ausserhalb K& gelegen, so enthélt das
entsprechende Kegelschnittbiischel unendlich viele Ellipsen
und unendlich viele Hyperbeln, sowie stets noch zwei Pa-
rabeln. Dem Kreise K, welcher dem Dreieck 4, 4, 4,
umschrieben werden kann, entspricht eine Gerade k¥, deren
Richtung bestimmt wird durch den vierten Schnittpunkt
des Kreises mit dem XKegelschnitt K& ; ferner ist der
Schnittpunkt der Kreistangente in A4, mit 4, 4, ein
weiterer Punkt von ihr, Es ist diese Gerade k* die einzige
in der Ebene, der ein Kreis entspricht; sie ist die Polare
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des Poles P in Bezug auf K% ; denn K geht durch
die zwel imaginiren Kreispunkte der unendlich fernen
Geraden; nach diesen gehen auch die Doppelstrahlen der
Rechtwinkelinvolution um 4, herum; diese Doppelstrahlen
entsprechen sich aber selbst, folglich schneiden sie aus
K& die entsprechenden Punkte zu den imaginfiren Kreis-
punkten; ihre Verbindungslinie ist die Polare von P in
Bezug auf K% .

1V. P bewege sich auf einem Kegelschnitte K.

BEs ist:
oy @ g my® gy 2oy o, + 252,05 + 20 ma, =0
die Gleichung eines beliebigen Kegelschnittes; durch An-
wendung der Gleichung 7 entspricht demselben die Curve 4.
Ordnung:
9) oy ity ? - aggwy, ey ® L egg e, @ty + 2 gm0y 20, Py

+ 2wy pmety; 2y 8y 005" + 2 gz, P Pagay == 0.

Der Natur der Sache nach muss dieselbe zu den rationalen
Curven 4, Ordnung gehoren: Sie besifzt in den drei Hanpt-
punkten Doppelpunkte. Die Tangenten in denselben sind
dargestellt durch die Gleichungen:

00 0,2 + 2 ety ks + 053232 = 0 Gl des Tangentenpaares in 4,
10) {aw o 2,2+ 2 g mey, @y + o min? =0 dto. dto. 4,

g0y, 22® + 2 gm0y 2y + 0y P2 =0 dto. dto,  , 44

Hieraus ergibt sich: Je nachdem o5, % Ogq0lgg, 18t Ay

ein Doppelpunkt der Curve 4. Ordnung mit zwei reellen
verschiedenen Tangenten, oder er ist eine Spitze oder

- . C . >

isolirt; analog beziehen sich die Bedingungen afgz 01059,
> . .

'ﬁa? oy e Tesp, auf die Punkte A4, und 4;. — Wir

diskutiren nun diese Curve 4. Ordnung weiter, indem wir
specielle Lagen des Kegelsehnittes I annehmen.
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1) Der Kegelschwitt gehe durch die drei Hauptpunkte.

Dann sind o, = ey, = azy = 0; die Curve 4. Ord-
nung zerfillt in die drei Hauptgeraden a’y, a’y, @’y und
es bleibt nach 9) noch die Gerade iibrig:

11) a5 0y @ + @y ma, + a3 mag = 0.

Diese Beziehung ist durch das Vorige bereits erledigt;
die Tangenten des Kegelschnittes in A,, 4,, 45 liefern die
Schnittpunkte der Geraden mib o'y, o'y, o’y TOSD.

2) Der Kegelschnitt gehe durch die 2 Hauptpunkte A,, A,.

Dann sind oy, = e, = 0 und die Gleichung 9) redu-
cirt sich auf:
19) 2y 25 (0ey, M40y g - D0y M2y Xy Xy - 2 01y yimery @y 25 + B g 0y f) =0.
Von der Curve 4. Ordnung sondern sich also die beiden
Geraden «’y, und o', ab und es bleibt noch ein Kegel-
schnitt iibrig, der ebenfalls durch die zwei Hauptpunkte
Ay, A, geht; z. B. dem Polkegelschnitt entspricht eine
Curve 4. Ordnung, die sich aus ihm selbst und den zwei
Geraden a’y, «'y zusammensetzt. Der Kegelschuitt 12)
mag der entsprechende Kegelschnitt K* zu dem gegebenen
K genannt werden. Die Schnittpunkte von K mit &'
und e’y liefern die Tangenten an K* resp. in 4; und 4;.
Durch 4, und A, gehen dreifach unéndlich viele Kegel-
schnitte; unter ihnen gibt es solche, die sich selbst ent-
sprechen und die auf folgende Weise leicht gefunden
werden konnen: Wir nehmen irgend zwei entsprechende
Punkte Pund P*, dann entspricht jeder Kegelschnitt des
Biischels von den vier Grundpunkten A4,, 4,, P, P* sich
selbst und zwar ist ein solcher Kegelschnitt in involuto-
rischer Central-Collineation mit sich selbst in Bezug auf
4, als Centrum und der Polaren von A; in Bezug auf
ihn als Axe: Denn ein Kegelschnitt durch 4, 4,, P, P*
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trifft den Polkegelschnitt noch in zwel weiteren Punkten
S, und S;, die sich selbst entsprechen und durch welche
somit der entsprechende Kegelschnitt K* auch geht; K*
hat also mit K 6 Punkte gemeinsam, fallt daher mit ihm
zusammen, Ein analytischer Beweis fiir die Sache ware
sehr leicht erbringlich und derselbe wiirde alles Bedenken
namentlich in dem Falle wegheben, wenn S, und S
imagindr sind. Die Gerade S, S ist die Polare von 4,
in Bezug auf einen solchen sich selbst enfsprechenden
Kegelschnitt und folglich schneiden sich die Tangenten
in S, 8, an den Kegelschnitt in 4,. Nehmen wir P auf
K% an, so liegt sein entsprechender Punkt P* im Un-
endlichen; durch P gehen somit unendlich viele Hyperbeln,
die sich selbst entsprechen, darunter auch eine gleich-
seitige, die leicht durch Vermiftelung des Poles P der
Rechtwinkelinvolution aus A,, iibertragen aunf K&, ge-
funden wird; ebenso gehen durch P zwei sich selbst ent-
sprechende Hyperbeln von gegebenem Asymptotenwinkel;
endlich geht durch P eine sich selbst entsprechende Pa-
rabel. Dem Kreishischel durch A,, A, entspri¢ht das
Kegelschnittbtischel durch 4, A, und durch die zwei ima~-
giniren Schniftpunkte von k¥ mit K% ; im Allgemeinen
gibt es somif darunter keinen sich selbst entsprechenden
Kreis.

3) Der Kegelschnitt gehe durch die zwei Houwptpunkie Ay, A,.

Einem Kegelschnitt durch 4,, A, entspricht eine Curve
4. Ordnung, welche in die 2 Geraden ey, ¢’y und in einen
Kegelschnitt durch A4,, 4, zerfallt; diesen Kegelschnith
nennen wir den entsprechenden zu dem gegebenen. Irgend
ein Kegelschnitt durch A;, 4, wird aus dem Polkegel-
schnitt mindestens mnoch einen reellen Punkt S heraus-
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schneiden; diesen halten wir fest, und betrachten die
Kegelschnitte, welche durch 4, 4,, 8 gehen und in A4,
eine bestimmte Tangente ¢ besitzen; denselben ent-
sprechen die Kegelschnitte durch 4,, 4y, § uud durch
den Schnittpunkt 77 der Tangente ¢, in 4, an K mit «';.
Dem degenerirten Kegelschuitt A4, S, ¢, entspricht der
degenerirte Kegelschnitt 4; 8, 4; 7} ; ferner dem dege-
nevirten Kegelschnitt 4, 4,, S 4, der degenerirte Kegel-
schnitt 77 Ay, SA;; im ersten Biischel kommt jetzt kein
degenerirter Kegelschnitt mehr vor, wohl aber im zweiten,
ndmlich das Geradenpaar 4, 4y, 7, §; demselben ent-
gpricht im ersten Biischel ein wirklicher Kegelschnitt,
ndmlich derjenige, der durch Ay geht. Je nachdem ein
Kegelschnitt durch 4, (¢,), 43,8 den Kegelschnitt K%
ausser in 4,, 4, noch in zwei reellen und verschiedenen,
in zwei zusammenfallenden oder in zwei imaginiren Punkten
schneidet, ist der entsprechende Kegelschnitt eine Hyperbel,
Parabel oder Elipse. Die Parabeln und gleichseitigen
Hyperbeln konnen analog wie frither gefunden werden.
Durch”Drehung der Tangente ¢, um A4, erhalten wir alle
Kegelschnitte durch A4;, 4,, S in Bischel geordnet und
durch Veranderung des Punktes S auf dem Polkegelschnitt
alle Kegelschnitte durch 4,, 4, in Netze gruppirt. Unter
ihnen kommen zweifach unendlich viele Kegelschnitte vor,
denen gleichseitige Hyperbeln und ebenso zweifach nnendlich
viele Iegelschnitte, denen Parabeln entsprechen. Den
Kreisen durch A4,, 4, entsprechen die Kegelschnitte des
Biischels von den zwei reellen Grundpunkten 4,, 4, dessen
zwel andere Grundpunkte imagindr, ndmlich die imaginiren
Schnittpunkte von A* mit K% sind. — Damit ist auch
die umgekehrte Beziehung erledigt: Den Kegelschnitten
durch 4,, 4, entsprechen die durch 4,, 4,.
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4) Der Kegelschnitt K gehe nur durch den Hauptpurkt 4.
Die entsprechende Curve 4. Ovdnung, ausgedriickt
durch Gleichung 9, zerfillt dann in die Gerade @', und in
eine Curve 3. Ordnung (Fig. 4) von der Gleichung:
13) aggoryq 2y 2% - gy 0y 2 2% A 2 @y, momy g - 2 g gm 2y 22
A= 2 gy 00y @y @y 205 = 0.
Dieselbe hat in 4, einen Doppelpunkt; nach 10) ist dag
Tangentenpaar in demselben ausgedriickt durch die Glei-
chung :
Qap To® + 2 @y @y Ty |- gy s =0
und die Tangenten in 4,, 4, durch die Gleichungen:
fgp @y By 2, mag =0

Qyy @y @y - 2 agy My = 0.

A, ist ein Doppelpunkt mit zwei reellen Tangenten, eine
Spitze oder ein isolirter Doppelpunkt, je nachdem a§3%a22d33

ist. Die allgemeine Construktion des entsprechenden Punktes
zu einem gegebenen zeigt, dass die zwei Schnittpunkte
von 4, 4; mit dem gegebenen Kegelschnitt mit A4; ver-
bunden die Tangenten in 4, an die Cuwrve 3. Ordnung
geben; man sieht: Je nachdem A,, A; den gegebenen
Kegelschnitt schneidet, berihrt oder gar nicht trifft, ist
A, ein Doppelpunkt mit zwei reellen Tangenten, eine
Spitze oder isolivt. Die Tangenten in A4, nnd A4, erhalten
wir als die entsprechenden Gteraden zu denjenigen, welche
resp. 4, und 4, mit den Schnittpunkten von 4, 4,, 4, 4,
mit dem gegebenen Kegelschnitt verbinden. Diejenigen
Punkte des Kegelschnitbes, die auf K% liegen, verwandeln
sich in unendlich ferne Punkte; ungere Curve 3. Ordnung
erhilt somit einen hyperbolischen Ast, 3 hyperbolische
Aeste, einen hyperbolischen und einen parabolischen Ast
oder endlich die unendlich ferne Gerade zur Inflexions-
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tangente, je nachdem der gegebene Kegelschnitt den Kegel-
schunitt K% ausser in A4, resp. noch in einem reellen
Punkte schneidet, oder in drei reellen, oder in einem
reellen Punkbte schueidet und in einem andern beviihrt
oder in einem Punkte osculirt. Wenn wir somit Riick-
sicht nehmen wollen auf die Natur des Doppelpunktes und
auf die unendlich fernen Elemente, so konnen wir folgende
12 verschiedenen Curven 3. Ordnung hervorbringen:
1) Reeller Knoten und 1 hyperbol. Ast

2) » » » O » Aeste

3) . » » 1 » und 1 parabol. Ast

49, » , dieunendlich ferne Gerade z. Inflexionstang.
5) Spitze und 1 hyperbol. Ast

6) » S » Aeste

N, . 1 R und 1 pavabol. Ast

8) ., , die unendlich ferne Gerade zur Inflexionstangente.
9) Isolirter Doppelpunkt und 1 hyperbol, Ast

10) » " s 3 » Aeste

11) " » » 1 " und 1 parahol. Ast

12) ) " » dieunendlich ferne Gerade z. Inflextg.

Von diesen zwdlf Fillen ist der erste in Ifig. 4 ge-
zeichnet; die Verbindungslinie von 4; mit dem Schnitt-
punkte von K mit K% gibt die Asymptotenrichtung.
Nicht bloss die Tangenten in den Hauptpunkten, sondern
auch die Tangente in einem beliebigen Punkte der Curve
3. Ordoung kann construirt werden: Sei P ein beliebiger
Punkt des gegebenen Kegelschnittes und P* sein ent-
sprechender auf der Curve 3. Ordnung, so bestimmen
A, Ay, Ay, P und die Tangente in P an den Kegelschnitt
einen neuen Kegelschnitt, dem eine Gerade entspricht, die
Tangente in P* an die Curve 3. Ordnung.

Fithren wir den Kegelschnitt statt durch 4, durch
A, oder Ay, so entspricht ihm ebenfalls eine Curve 3.
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Ordnung, die in A,, resp. in A4, einen Doppelpunkt hat;
diese Curven verhalten sich im Uebrigen ganz analog den
vorigen. In Fig. 5 ist eine C, gezeichnet, die in A,
einen Doppelpunkt und sonst 3 hyperbolische Aeste besitzt;
in Fig. 6 eine, die in A4, eine Spitze und die oo ferne
Gerade zur Inflexionstangente hat. Im letzteren Fall is§
der Punkt P, der die Inflexion im Unendlichen liefern soll,
auf K& beliebig angenommen worden; der Kegelschnitt
K ist alsdann so zu wihlen, dass er K& in P osculirt,
durch A; geht und A4, 4, beriihrt; solcher Kegelschnitte
gibt es im Allgemeinen zwei, die man mittelst Collineation
aus K% ableiten kann: fiir P als Collineationscentrum
und P4, als Collineationsaxe: Man zieht von dem Schnitt-
punkte der Geraden A, P mit A, 4; an K& die zwei
moglichen Tangenten und nimmt zu den Beriihrungspunkten
derselben die entsprechend collinearen; dieselben liegen
auf 4, 4, und sind die Beriithrungspunkte der zwei mog-
lichen Kegelschnitte K mit 4, 4,. Es mag noch hemerkt
werden, dass je zwel der Schnittpunkte des gegebenen
Kegelschnittes mit der ihm entsprechenden Curve 8. Ord-
nung auf einem Strahl aus 4, liegen (siehe Fig. 5), weil
gich dieselben involutorisch entsprechen. Bei den Schnitt-
punkten des gegebenen Kegelschnittes mit dem Polkegel-
schnitt fallen je diese zwei Schuittpunkte zusammen.

5) Der Kegelschnitt I gehe durch keinen der 3 Hauptpunkte.

Dann entspricht ihm eine Curve 4. Orduung C¥, die
in den 3 Hauptpunkten Doppelpunkte hat. Die Gleichung
dieser Curve, sowie die Gleichungen der Tangenten in
den Doppelpunkten sammt den Bedingungen ihres Reell-
seins sind frither schon in Gleichung 9) und 10) aufgestellt

worden. Die Construction der Tangenten in den Doppel-
BEEV. 1. . 2
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punkten, sowie in einem beliebigen Punkte der Curve
4. Ordnung ist analog derjenigen der Curve 8. Ordnung.
Nimmt man ausser auf die Natur der drei Doppelpunkte
noch Riicksicht duf die unendlich Ternen Elemente, so
kann man folgende verschiedene Curven 4. Ordnung er-
halten:
I. 3 reelle Knoten
o 2 N 1 Spitze
111 2 1 isolirter Doppelpunkt
IV. 1 reeller 2 Spitzen
V.1 2 isolirte Doppelpunkte
VL 1 1 Spitze, 1 isolirter Doppelpunkt
VIL O reelle 3 Spitzen
VIIL 0 2 » 1 isolirter Doppelpunkt
IX.0 » 1 Spitze 2 isolirte Doppelpunkte
X 0
Jeder dieser 10 Hauptfille kann dann noch folgende
verschiedene unendlich ferne HKlemente haben:

1) 4 hyperbolische Acste

» n 3 » »n

2) 2 N n

3) 0 " ,

4) 2 » » 1 parabolischer Ast

5) 0 " » 2 parabolische Aeste

6) 1 " »  die unendlich ferne Gerade zur Inflextg.
70 » 1 Bertihrung 3. Ord. im Unendlichen.

In Fig. 8 ist der Hauptfall I mit 2 hyperbolischen
und 1 parabolischen Ast gezeichnet; in Fig. 7 Hauptfall VI
mit keinem reellen unendlich fernen Element.

Es mag hier noch bemerkt werden, dass die Tangenten
von 4, aus an den gegebenen Kegelschnitt K sich selbst
entsprechen, also auch Tangenten an die entsprechende
Curve 3. oder 4. Ordnung sind und dass den Tangenten
von A4, und 4, aus an K resp. die Tangenten von A,
und 4, aus an die C* correspondiren; dass man ferner
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die Inflexionstangenten dieser Curven 3. Ordnung, sowie
auch die Inflexions- und Doppeltangenten der Curven
4, Orvdnung finden konnte als die entsprechenden Geraden
zu den Kegelschnitten, welche durch 4,, A,, 4; gehen
und den gegebenen Kegelschnitt osculiren resp. doppelt
beriihren,

Wie die Curven beschaffen sind, welche Curven von
hoherer als der 2. Ordnung entsprechen, fibersieht man
von jetzt ab leicht. Einer Curve der n. Ovdnung ent-
spricht eine solche von der Ordnung 2wn; diese hab
A,y 44, A3 7u nfachen Punkten mit leicht angebbaren
Tangenten und kann in Gerade und Curven niedriger
Ordnung zerfallen, je nach besonderer Beschaffenheit und
Lage der gegebenen Curve n. Ordnung. — Ks ist jetzb
von grosserem Inferesse, zu zeigen, wie eine allbekannte
Beziehung als Specialfall auns dieser allgemeinen Beziehung
hervorgeht, ndmlich der Fall der reciproken Radien.

Specialfall der reeiproken Radien.
Der Polkegelschuitt sei ein Kreis und die Gerade A, 4,
die « ferue.

Das sich involutorisch entsprechende Dreieck 4, A, 4,
besteht in diesem Fall aus dem Mitlelpunkt des Kreises
und den 2 unendlich fernen imaginiren Kreispunkien.
Um die Transformationsgleichnngen fiir zwei sich ent-
sprechende Punkte abzuleiten, gehen wir aus von den
Gleichungen der allgemeinen Reciprocitit:

&y =ay o+ a2 g @
§'y = agy @1 + gy By -+ Aoy 74
£y = agy @) + gy Hp T (ag X5
und specialisiren dieselben fir den Fall, wo der Kcke A,
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die gegeniiberliegende Seite @, des Fundamentaldreieckes
entspricht; den zwei andern Fundamentalecken A4,, 4,
entsprechen alsdann zwei Gerade durch 4,. Die Coor-
dinaten von A4,, A,, 4; sind durch folgende Tabelle dar-
gestellt:

x, a, g
44 LY 0 0
€
4, 0 b 0
€3
410 | o | B
€3

wobei 7; die von A, ausgehende Hohe und ¢ den senk-
rechten Abstand des Einheitspunktes von der Seite a; des
Fundamentaldreieckes bezeichnen. Hieraus ergeben sich
fir die entsprechenden Seiten a,, a,, @, folgende Coor-
dinaten :

& & &
o || g |, T
1 e g, | %17,
kg kg kg
g Op— | G~ | Baz——
2] €y s
hg hg hg
a; Ay g— — | OQgg——
s e, azses 5 g,

Nun besteht aber infolge unserer Voraussetzungen folgende
Tabelle:

& & &
a, LY 0 0
2y
A 0 O Ba
e 0 O Bs
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Daraus folgt: a,, = a5, = @, = a,; = 0 und demnach
lauten die Gleichungen der Reciprocitit:
§ =y x
- &'y = agy Xy + ag5 g
s = agy @3 + gy T
Die zwei Geraden, welche einem Punkte P von den Coor-
dinaten y; in doppelter Auffassung entsprechen, haben
somit die Gleichungen:
ayy Yy Byt (Cgg Yo + gs Ya) T3 (_am Yt sy Ys) 03 =0
Ay Yy By (Ggy Yo T @y Ys) X3 + (g5 Yo + @55 y5) 25 =0
and hieraus ergeben sich als die Coordinaten des dem
Punkte P doppelt-conjugirten Punktes P* folgende Werthe:
o * ¥ g™ = [ayals® A (Cgs t g0 Yays + Cagys® i — @y Ye i — 611 Yse
Indem wir nun weiter annehmen, @, sei die co ferne Ge-
rade, fihren wir rechtwinkelige Cartesische Coordinaten
ein und setzen daher:
g T
%, * x5 o, *

dann bekommen wir:

o = — X
tlgg ° - (Qyy + ags) Y + g5 °

- A1 %

g = 1 Y

gy 2+ (A9 + a39) 2y + Qg5 Y°

Die Gleichung des Polkegelschnittes lautet in diesem Falle:
@y + Ay 2+ g5 Y2+ (agy + ag) vy = 0.

Derselbe hat den Coordinatenanfangspunkt zum Mittel-

punkte; soll er in einen Kreis iibergehen vom Radius 7,
§0 TUSS:

a5, .
gy + tge = 05 g == a5 ; = 2 gein,
22
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Dann ist:

=2 | und diess sind die Transformations-
x4y . . .

gleichungen der Theovie der reciproken

1 . .

y* =t ;é‘ﬁé Radien. -

~ Wir sehen, dass die Theorie der reciproken Radien
aus der Theorie zweier doppelt conjugirten Punkte in der
allgemeinen Reciprocitdt hervorgeht, wenn wir annehmen,
der Polkegelschnitt sei ein Kreis und 4, sein Mittelpunkt,

Wir werden nur noch kurz zeigen, wie der Znsammen-
hang zwischen zwei entsprechenden Punkten in der Theorie
der veciproken Kadien als Specialfall aus unserer allge-
meinen Beziehung hervorgehf:

Dem Mittelpunkt des Kreises (Fig. 9) entsprechen alle
Punkte der oo fernem Geraden. Die Geraden dureh A,
entsprechen sich selbst; auf einer solchen bilden die ent-
sprechenden Punkte zwei involutorische Reihen, deren Doppel-
punkte die Schnittpunkte mit dem Kreise sind. Wir
finden also zu jedem Punkte den entsprechenden als den
4. harmonischen zu ihm in Bezug auf die Schnittpunkte
des entsprechenden Radius mit dem Kreise; derselbe wird
. natiivlich durch die Polare des angenommenen Punktes in
Bezng auf den Kreis heransgeschnitten. Daraus folgt, dass
das Innere des Kreises auf den #ussern Theil der Ebene-
abgebildet wird und nmgekehrt. Riner beliebigen Geraden g
entsprieht ein Kreis durch 4, mit einer Tangente in 4,
parallel zu g. Fillen wir von 4, das Perpendikel auf g
und bestimmen zn dem Fusspunkte P die Polare p, so
schneidet dieselbe den entsprechenden Punkt P* zu P
heraus, 4, P¥* ist dann der Durchmesser des der Geraden g
entsprechenden Kreises; daraus folgt: Allen Geraden g,
die einen zum Polkreis concentrischen Kreis umbiillen,
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entsprechen congruente Kreise, deren Mittelpunkie ehen-
falls auf einem Kreise vom Mittelpunkte 4, liegen. liinem
Strahlenbiischel vom Scheitel P entspricht ein Kreisbiischel
mit den zwei Grundpunkten A4,, P* -Dem Strahl 4, P
entspricht der grosste und dem Lothe in P auf 4, P der
kleinste Kreis des Biischels. Parallelen Geraden ent-
sprechen Kreigse, deren Mittelpunkte auf dem zu ihnen
normalen Durchmesser liegen und welche den zu ibnen
parallelen Durchmesser in 4, berithren, ete. Einem Kegel-
schnitte durch 4, A, enbspricht wieder ein solcher, d. h.
einem Kreise entspricht wieder ein Kreis. Der Polkreis
entspricht sich selbst Punkt fiir Punkt. Soll ein anderer
Kreis der Ebene sich selbst entsprechen, so dass alle
Strahlen durch 4, aus ihm zwei entsprechende Punkte
schneiden, so muss er nur durch zwei entsprechende Punkte
gelegt werden; er schneidet somit den Polkreis stets reell
und die Tangenten in den Schnittpunkten gehen durch
A;y 4. h. er schneidet den Polkreis orthogonal und ish
somit bestimmt, sobald wir seinen Mittelpunkt aunehmen.
Durch einen beliebigen Punkt der beue gehen unendlich
viele Kreise, die sich selbst entsprechen, namlich alle die,
welche durch ihn und seinen entsprechenden Punkt gehen
und die folglich ein Biischel bilden. Weil nun darch
Transformation mittelst reciproker Radien der Winkel
zwischen zwei Curven nicht geandert wird, so folgt, dass
die Kreise des DBiischels, welches zum vorigen conjugirt
ish, sich unter einander entsprechen. Kinem Strahlen-
biischel entspricht, wie vorhin schon erwiahnt worden, ein
Kreishiischel mit zwel reellen Grundpunkten; den concen-
trischen Kreisen, welche das Strahlenbiischel orthogonal
schneiden, entspricht das zum vorigen conjugirte Kreis-
biischel mit nicht reellen Grundpunkten.



24 Keller, conjugirte Elemente in reciproken Systemen.

Einem belisbigen Kegelschnitte durch 4, entspricht
eine Curve 8. Ordnung mit Doppelpunkt in 4,, die durch
die imagindren Kreispunkte geht. Der Doppelpunkt in 4,
hat zwei reelle Tangenten, oder zusammenfallende oder
imagindre, je nachdem der Kegelschnitt eine Hyperbel,
Parabel oder Ellipse ist. Dem Kegelschnitt:

ar’+byi+tcay+detey=0
entspricht die Curve 3, Ordnung:
(dztey) @+ yD)+r@a+bdby'+ecaxy) =0,
Endlich entspricht einem beliebigen Kegelschnibt eine

Cwrve 4. Ordnung, die 4; zum reellen und die imaginiren
Kreispunkte zu imaginiren Doppelpunkten hat.

Lauwmliche Systeme.

Die Beziehung zwischen zwei allgemeinen reciproken
riumlichen FElementarsystemen ist bestimmt durch die
. Festsetzung von fiinf Elementen des einen Systems, die
fiinf bestimmten Elementen des andern Systems projek-
tivisch entsprechen, so dass keine vier Elemente des einen
Systems einem ebenen Gebilde angehdren. Man zeigt,
dass ein sich involutorisch entsprechendes Tetraeder existirt,
so beschaffen, dass jeder Ecke eine Ebene desselben ent-
spricht und zwar in beiderlei Sinn der Besziehung, ob man
den Punkt zu dem einen oder zu dem andern Systeme
rechnet; jede Ecke liegt zudem auf der ihr entsprechenden
Ebene. '

Es seien 4,,4,,d;, 4, die Ecken dieses Tetraeders
(Fig. 10) und es entspreche im vorigen Sinne der Ecke 4,
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die Ebene A, 4, 4, = A, so ist hierdurch die Zuordnung
der drei iibrigen Elementenpaare bereits bestimmt: z. B.
dem Punkte A4, kann dann nur entweder die Ebene 4,4, 4,
oder A,A; A, entsprechen; die letztere ist .es nicht, denn
der Punkt 4, liegt auf der Ebene A,, also muss die ent-
sprechende Ebene A, durch 4, gehen; etc. Einer belie-
bigen Geraden im Raume, als Punktreihe anfgefasst, ent-
spricht wieder eine Gerade, als Scheitelkante des Biischels
von Xbenen, die den Punkten der Reihe entsprechen;
so correspondiren die Kanten des windschiefen Vierseits
A, A3 A, A, A, des vorigen Tetraeders sich selbst, wihrend
die zwei gegeniiberliegenden Kanten A, A,, 45 A, sich
gegenseitig entsprechen. Bei dem Nachweise der Fxistenz
dieses Tetraeders ergiebt sich, dass diese zwei Gegenkanten
unter allen Umstinden reell sind. Bs gibt ferner ein ein-
faches Hyperboloid, die Polflache P, dessen Punkte da-
durch ausgezeichnet sind, dass durch jeden die zwei ihm
in beiderlei Sinn der Beziehung entsprechenden Iihenen
gehen; und ebenso ein einfaches Hyperboloid, die Polar-
flache II, dessen Tangentialebenen die zwei ihnen ent-
sprechenden Punkte enthalten. Diese beiden Hyperboloide
enthalten das windschiefe Vierseit 4, 4, 4; A, 4, und
beriihren somit die Ebenen des Tetraeders in den Iicken
desselben. Setzen wir die Reellitdt des ganzen Tetraeders
und damit auch der beiden Hyperboloide voraus, so konnen
wir dasselbe zum Fundamentaltetraeder wihlen, dann wird
die Beziehung der zwei reciproken Systeme analytisch
ausgedriickt durch die Gleichungen:
L {m ') = aygy; mEy = aywy; mE'y = ag oy mE L = Gy

Nk =ay sy nE = anpt’y; n b = a®h; N = Gy
und die Gleichungen der Pol- und Polarfliche lauten:
1L {P—f(“xs + ay) 2125 + (Gag + Gas) B2, =0

I = Gy g (g5 + @30) £: 85 + 1505, (s + tg5) E2 8, =0
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Einem beliebigen Punkte P von den Coordinaten 4,7y, /3,7,
entsprechen daher nach der Gleichnng I) in beiderlei Sinn
der Beziehung die zwei Ebenen:
(@15Ys 2y | CasYsy + 30y Ty + QupYaty =0
Ug1 %5y + BaaYaZs -F Qa1 B - psYa®y = 0.
Dieselben schneiden sich in einer Geraden p*, die wir
die doppelt conjugirte Gerade zn dem Punkte P
nennen. Durch Addition wnd Subtraktion der zwei Glei-
chungen III. ergeben sich die zwei nenen Gleichungen:

(s + 51) (g3 4 1125) + (Gug + @s2) @ty + o) = 0

{ong — @s1) (Ya®y — 91%s) + (s — gg) Way — Yay) = 0.
Dieselben stellen zwei Kbenen dar, die dnrch p* gehen;
die erstere ist die Polarebene des Punktes P in Bezug
auf die Polfliche und die letztere enthilt die Schnittlinie
der zwei LEbenen:

IIL

¥

. YsZy = Yi&ty = 0; Y42y — Yoty = 0.
Diese Gerade ist die gemeinsame Transversale ¢, ans P
zu den zwei Gegenkanten 4, 4,, 4, 4, des sich involu-
torisch entsprechenden Tetraeders; es liegen somit diese
Transversale und p* in derselben Ebene nnd schneiden
sich daher in einem Punkte P*, der auch in der Polar-
ebene von P in Bezug auf die Polfliche gelegen ist; die
Untersuchnng der Abhingigkeitsverhilinisse der zwei Pnnkte
P und P* bildet den zweiten Theil nnserer Abhandinng
als rdumliches Analogon zum ersten.
Der entsprechende Pnnkt P* zn P ist der Schnibt-
punkt der drei Ebenen :
Yoy — 1105 =0
YaZy — Ya0, = 0
U aYa®y + ouYsity + 519125 + ByaYy®y = 0.
Hieraus ergeben sich fiir die Coordinaten z; des Pnnktes
P* folgende Werthe:
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Xy 2y i Wyt Ty = E Y Yo ls i A Y YaYs T YaYsls i A Y1YsYs
V. oder auch:

] R Y S 1
. T A P T
wobel &k = @y, —+ (g, A = — (a,5 ~+ ag,) bedeuten.

Wie in der Ebene, so ist auch hier die Beziehung
zwischen P und P* eine involutorische.

Specielle Lagen des Punktes P.
I. P liege in einer Ecke, resp. in einer Ebene des
Fundamentaltetraeders.

Nehmen wir z. B. an, P liege in 4,, so entspricht
diesem Punkt in beiderlei Sinn der reciproken Beziehung
die Ebene A, und folglich ist die doppelt conjugirte Ge-
rade in derselben unbestimmt; die Transversale £, durch 4,
A, A4,, A, A4, liegt ebenfalls in A, und ist auch unbe-
stimmt; es entspricht daher der Fundamentalecke .4,
irgend ein Punkt der Ebene A, und umgekehrt, irgend
einem Punkte der Ebene A, entspricht der Punkt 4, ;
analog verhalten sich die drei andern Fundamentalecken
gegeniiber den ihnen entsprechenden Fundamentalebenen.

II. P liege in einer Tetraederkante.
Liegt P auf einer Kante des windschiefen Vierecks
A, A, A; 4,, so entsprechen ihm alle Punkte derselben
Kante, er entspricht sich somit auch selbst; gehdrt aber
P einer der Gegenkanten A, .4, 4,4, an, so entsprechen
ihm alle Punkte der resp. anderen Kante.

III. P liege auf der Polfliche.
Dann gehen die zwei ihm entsprechenden Ebenen
durch ihn selbst hindurch, also auch die Schnittlinie p*;
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diese wird daher von der Transversalen ¢, in P selbst
getroffen, d. h. die Punkte der Polfliche entsprechen sich
selbst.

IV. P liege auf einer beliebigen Ebene E.

Sei ey, + gy - gy - a2z, = 0 die Gleichung
dieser Ebene, dann entspricht ihr infolge der Gleichung IV
eine Fliche 3. Ordnung F, von der Gleichung:

V. o, kaymex, + oy d xy 2,2 + 0y k a2, + 04 A 2250, = 0.

Dieselbe ist die bekannte rationale Fliche 3. Ord-
nung; sie enthdlt die sechs Kanten des Fundamental-
tetraeders und besitzt daher in den vier Ecken derselben
Knotenpunkte. Sie hat mit der Polfliche das windschiefe
Vierseit 4,4,4;4, gemeinsam und ausserdem noch einen
Kegelschnitt, der durch die gegebene Ebene E aus der
Polfiiche geschnitten wird. Die Tangentenkegel 2. Grades
dieser F, in den 4 Knotenpunkten 4,, A2,A3,A4 haben
resp. die Gleichungen:

oy d 2oy + ok x,, + ey, =0

VI Io(2 Ay + ek gy gk agry, =0

0y Ay + e h g +oogkage, =0

‘txl oy g+ o X 2y 4 g lexpy =0

Specielle Lagen der Ebene I.
1) E enthalte eine Kante des windschiefen Vierseits A, A, Az A,.

Geht z. B. E durch die Kante 4, 4,, so sind in
ihrer Gleichung &, == @y == 0 zu setzen und die (leichung
der F, lantet daher:

w3y (g A0y + 0y k@) = 0.
Sie zerfallt somit in drei Ebenen, von denen zwei die
Fundamentalebenen A,, A, sind, d. h. die Ebenen, welche
den Ecken 4, , 4, entsprechen; die dritte Ebene E*=e,ix;
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~+ oy kxy = 0 geht durch die Gegenkante A, A,. Zwei
solche Ebenen, wie E und E* nennen wir «entsprechende
Ebenen», Wihrend E das Ebenenbiischel von der Scheitel-
kante 4,4, durchlauft, beschreibt E* ein dazu projek-
tivisches Biischel von der Scheitelkante A, 4,; je zwei
entsprechende Ebenen durchschneiden sich in einer Erzeu-
genden der Polfliche und diese entsteht somit als Erzeugniss
dieser zwei Ebenenbiischel. Den zwei Ebenen A, A, ent-
sprechen in diesem Sinn die zwei Ebenen A, resp. A;. —
Man sieht, wie man zu einer gegebenen Ebene E die ent-
sprechende E* construiren kann: E schneidet die Polflache
ausser in 4, 4, noch in einer zweiten Erzeugenden, die 4,4,
trifft, und diese bestimmt mit der letzteren die Ebene E*,
Entsprechend verhalt es sich mit den Ebenenbiischeln durch
die drei andern Kanten des windschiefen Vierecks.

2) E enthalte eine der zwei Gegenkanten A, Ag, Az A,.

Geht B durch die Kante 4,4,, so sind e == e, =0
zu setzen und die Gleichuug der entsprechenden F, lautet:
Ly @y (0 + gy) = 0.
¥, zerfallt somit anch da in drei Ebenen: in die zwei Ebenen,
welche den zwel Ecken Ay, A, eutsprechen, und in die
gegebene Ebene; die gegebene Ebene entspricht sich somit
selbst, was auch von vorneherein schon geometriseh Ilar
ist. Analog verhilt es sich mit den Ebenen durch A4, 4,.

Nach diesem kénnen wir jetzt zu einem beliebigen
Punkte sehr leicht seinen entsprechenden construiren: Wir
legen von dem Punkte aus eine Ebene etwa nach der
Kante A, A,, construiren dazn die entsprechende; wo diese
die Transversale ¢ durch P zu A, A4;, 4,4, schneidet, ist
der entsprechende Punkt P*. Es ist evident, dass man
durch P* ausser der Transversalen ¢ nicht bloss eine,
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sondern vier Ebenen mit derselben Leichtigkeit angeben
kann.

3) E gehe nur durch eine Fundamentalecke z. B. durch A,.
Dann ist o == 0 und somit
Ty = (e h 2ty - 0 By -+ oy Layay) =0,
F, zerfillt somit in die Fundamentalebene A;, die der
Kcke A, entspricht und in einen Kegel zweiten Grades
von der Spitze 4, der die drei durch A, gehenden Kanten
des Fundamentaltetraeders enthiil, Die gegebene Ebene
schneidet die Polfliche in einem durch A4; gehenden
Kegelschnitt; verbinden wir die Punkte desselben mit 4,,
erhalten wir die Krzengenden des vorigen Kegels. Diese
Erzeugenden entsprechen den Strahlen der Ebene T durch
Ay, denn ein solcher Strahl bestimmt mit 4,4, und 4, 4,
zwel Ebenen, denen zwei Ebenen resp. dureh A;4,, 4,4,
entsprechen und deren Schuittlinie die entsprechende Gerade
zu der Schnittlinie der zwel erstern Ebenen ist. Hs ent-
spricht somit iberhaupt dem Strahlenbiindel vom Scheitel
A; das Strahlenbiindel vom Scheitel A, ; zwei entsprechende
Strahlen schneiden sich auf der Polflache. Wie die Heken
4,, 4,, so verhalten sich anch gegenseitig die Ecken 4,, 4,.
Man findet jetzt auch. leicht, was einer beliebigen eine
der sechs Kanten des Tetraeders schneidenden Geraden
entspricht: Schneidet g z. B. die Kante 4, 4,, so bestimmt
sie mit 4,4, eine Ebene, der eine Ebene durch 4,4,
entspricht; mit 4; bestimmt ¢ eine Ebene, der ein Kegel
zweiten Grades von der Spitze A, correspondirt; dieser
wird von der vorigen Ebene in einem Kegelschnitt getroffen,
vnd dieser ist das Entsprechende zu der Geraden g. Wie
Ay, s0 bestimmt anch 4, mit g eine Ebene, der ein Kegel
zweiten Grades von der Spitze 4, entspricht; der Schnitt
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dieses Kegels mit der vorigen Ebene muss denselben Kegel-
schnitt ergeben, wie vorhin. Diese zwei Kegel zweiten
Grades haben somit einen Kegelschnitt gemeinsam und
da sie ausserdem noch die gemeinsame Erzeugende 4,4,
besitzen, so miissen sie sich lings derselben beriihren.
‘Wenn somit zwei IBbenen, durch zwei verschiedene Ecken
des Fundamentaltetraeders gelegt, durch denselben Punk
der gegeniiberliegenden Kante gehen, so entsprechen ihnen
zwei Kegel zweiten Grades, die sich lings dieser Kante
bertihren; der Rest ihrer Durchdringung, ein Kegelschnitt,
entspricht der Schnittlinie der zwei Ebenen. Wenn g, statt
eine der Seiten des Vierecks A, 4,4, .4, zu schneiden, eine
der zwei Gegenkanten A, 4, 4,4, trifft, so bleibt das
Vorige bestehend, nur entspricht dann die Ebene A, 4, ¢
oder A, A, g sich selbst.

Jede Lhbene durch 4, 4, entspricht sich selbst und
schneidet aus dem Fundamentaltetraeder ein Dreieck 4, , 4, 4,
herans, so beschaffen, dass der Ecke 4,, auf 4,4, alle
Punkte der gegeniiberliegenden Seite und den Eeken 4, 4,
alle Punkte der Seite A, 4,,, resp. A,4,, enisprechen.
Ferner schueidet sie aus der Polfidche einen Kegelschnitt,
der Punkt fiir Punkt sich selbst entspricht und die Seiten
Ay Ay, Ay Ay, vesp. in 4, und 4, berithrt. Wir haben
somit in einer solchen ITbene nichts anderes als unscre
im 1. Theile behandelte Beziehung in einem ebenen System.
Dasselbe gilt fir Ebenen durch 4, 4,. _

Um auch die ebenen Systeme durch die Kanten des
windschiefen Vierseits A, A4, 4,4, noch niher zu unter-
suchen, denken wir uns (Fig. 11) durch 4,4, 2z B. eine
beliebige Ebene E gelegt, die ausser der Geraden 4, 4, aus
der Polflache noch eine zweite Frzeugende 4, 4.4;, heraus-
schneidet; dieser Ebene entspricht die Ebene B* =4, 4, 4, ,.
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Den Ecken A,,, 4, und 4, auf E entsprechen resp. die
Punkte der Geraden A4,4,, 4,4, und 4,4, auf E*
und umgekehrt den Ecken 4'4, 4; und 4, auf E* ent-
sprechen resp. die Punkte der Geraden A, 4,, 4,4,, und
A, A5, auf E. Die zwei Dreiecke A, 4, 4;, und 4, 4, 4';,
gtehen somit gegenseitig in derselben Beziehung wie das
im ersten Abschnitt aufgetretene Dreieck 4,4,4, fir
sich. Den Strahlen in E aus 4,, entsprechen die Strahlen
aus A', in E* und zwar gehen zwei sich entsprechende
nach entsprechenden Punkten der projektivischen Reihen
auf 4, A4,, 4,4, welche die Polfliche erzeugen; ferner,
den Geraden aus 4, in E entsprechen die Geraden aus
Ay in E* und je zwei entsprechende schneiden sich auf
der Geraden 4‘,, A4,,; analog sind auch 4; und A4, Scheitel
perspektivischer Strahlenbiischel in E und E* fiur 4°,,4,,
als perspektivische Axe, Man erhilt somit am besten zu
einem beliebigen Punkte P in B den entsprechenden Punkt
P* in B¥ indem man zu den zwei Strahlen 4, P, 4, P
die zwei entsprechenden A4z P* und 4, P* nimmt. Einem
beliebigen Strahlenbiischel in E vom Scheitel P entspricht
in E* ein Kegelschnittbuischel von den vier Grundpunkten
Ay, A, , 4,4, P¥ und analog umgekehrt; schneidet ¢ die Seiten
des Dreieckes 4, 4,,4, in T, II, TII, so sind die entspre-
chenden Geraden zu A, 1II, 4,1, 4,,III die Tangenten
resp. in A, 4,, 4,, an den der Geraden ¢ entsprechenden
Kegelschnitt. Man erhilt so anch den Kegelschnitt, welcher
der unendlich fernen Geraden der Ebene B und umge-
kehrt den Kegelschnitt, welcher der oo fernen Geraden der
Ebene E* entspricht; mittelst dieser zwei Kegelschnitte:
kann man alsdann entscheiden tber das Verhalten der
oo fernen Elemente der zwei Ebenen. Man sieht, wie man
durch Analogie aus dem ersten Abschnitt die ebenen
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Systeme durch die Kanten des Vierseits A;A,4,4, stu-
diren kann. FEinem beliehigen Kegelschnitt in E ent-
spricht in E* eine Curve 4. Ordnung, die in A;4,4,,
Doppelpunkte mit leicht angebbaren Tangenten besitzt;
geht der Kegelschnitt durch eine Ecke des Dreieckes
Ay Ay Ay, entspricht ithm nur eine Curve 8. Ordnung mib
einem Doppelpunkt und geht er durch zwei Ecken, ent-
spricht ihm wieder ein Kegelschnitt durch zwei Kicken des
Dreieckes 4;4,4,, etc.

Wir kehren wieder zuriick zu dem Fall, wo die Ebene
E (Fig. 12) nur durch die Fundamentalecke 4, gehb;
dieselbe schueide die Seiten der gegeniiberliegenden Seiten-
fliche des Tetraeders in den Punkien Ay, 4,,, 4;, und
die Polfliche in einem Kegelsclnitt K; dann ist die
Gerade A, A,, Tangente in A, an K; ist ferner 4';, der
entsprechende Punkt zu Ay, beztiglich der zwei projek-
tivischen Reihen anf 4,4, und 4;4,, so ist die Ebene
Ay Ag, A, Tangentialebene an die Polfliche in A,, und
schneidet die Ebene E lings der Tangente in A4;, an den
Kegelschnitt K'; ebenso bestimmt sich die Tangente an K
in 4,,. Verbinden wir nun die Punkie und Tangenten
von K durch Gerade resp. durch Ebenen mit 4,, erhalten
wir die Erzengenden, resp. die Tangentialebenen des Kegels
zweiten Grades, welcher der Ebene B entspricht. Der-
selbe wird offenbar lings A, A, 4,4y, A;A, von den
Ebenen A, A4, 4,,, A3A434,,, A;A, Ay, berihrt. — Sei g
eine beliebige Gerade in der Ebene K, so bestimmt sie
ausser mit 4, z. B. auch mit 4, ecine Ebene, der eben-
falls ein Kegel zweiten Grades von der Spitze 4, ent-
spricht; dieser und der vorige Kegel haben die Kante 4,4,

gemeinsam und durchdringen sich daher noch in einer
XXV, 1, 3
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durch die vier Tetraederecken gehenden Curve 8. Ordnung,

welche der Geraden g entspricht. Den Ebenen 4,g und

A.g wiirden so auch noch zwei Kegel zweiten Grades von

den Mittelpunkten A4, und A4, correspondiren; diese vier

Kegel haben dieselbe Curve 8. Ordnung gemeinsam und

je zwei von ihnen ausserdem noch eine Tetraederkante.

Wir sehen somit: Einer beliebigen Geraden des Raumes

entspricht eine Curve 8. Ordnung durch die vier Tetraeder-

ecken und sie kanu als Durchdringung von zwei Kegeln
zweiten Grades mit einer gemeinsamen Frzeugenden erhalten
werden. Zur Construction der Tangenten der Curve dritter

Ordnung in den vier Tetraederecken bedient man sich der

Tangentialebenen z. B. der zwei Kegel von den Mittel-

punkten 4, und A4, lings den Tetraederkanten, die sie

enthalfen.

Ist P ein beliebiger Puukt in der Ebeue I und P*
sein entsprechender, so entspricht dem Strahlenbiischel
vom Scheitel P in der Ebene E ein Biischel von Curven
8. Ordnung auf dem Kegel 2. Grades von dem Mittel-
punkte 4;, welches 4,, 4,, 4,, 4,, P* zu Grundpunkten
hat. Den Geraden PA,, PA,,, PA,,. P4,, entsprechen
die degenerirten Curven des Biischels und zwar:

PA, die Gerade P*A, und der Kegelschnitt, der durch
die Ebene A, aus dem Kegel geschnitten wird; die
Punkte des letzteren entsprechen alle dem Punlkte 4,;

PA,y; der Kegelschnitt, der durch die Ebene 4,4, P* aus
dem Kegel geschnitten wird und die Gerade A4,A4,,
deren Punlkte alle dem einzigen Punkte 4,, ent-
sprechen ;

PA4,, der Kegelschnitt, der durch die Ebene 4,4, P* aus
dem Kegel geschnitten wird und die Gerade A4,4,,
deren Punkte dem Punkte 4,, entsprechen.
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PA4,, der Kegelschnitt, der durch die Ebene 4, 4, P* ans
dem Kegel geschnitten wird und die Gerade 4,4,
deren Punkte dem Punkte A4,, entsprechen.

Liegt der Scheitel P des Strahlenbhiischels in 4,, dann
entgpricht jedem Strahl des Bischels eine Brzeugende des
Kegels, die sich mit ihm auf dem Kegelschnitt trifft, den
die Ebene E aus der Polfliche herausschneidet. Den
Strahlen A, 4,5, A; 45, 4,44, speciell entsprechen die
Erzeugenden A, A,, A3 4,, A34,; zu jeder von ihnen gehdrt
dann noch als Erginzung zur Curve dritter Ordnung der
Kegelschnitt in der Ebene A,, den sie ans dem Iegel
herausschneidet.

Liegt P irgendwo auf der Geraden A, Ag,, dann fillt
P* mit 4, zusammen; die Curven 3. Ordnung beriihren
sich in 4,. Der Geraden PA, entsprechen die Erzeu-
gende A, A, und der Kegelschnitt in der Ebene E; P4,,
entsprechen die Hrzeugende A, 4, und der Kegelschnitt
in der Ebene A,A4,P; der Geraden P4,, endlich ent-
sprechen die Erzeugende 4, 4y und ein Kegelschnitt durch
Ay, A,. Analog, wenn P auf einer der beiden Seiten
Ay Ayy oder Ay Ay, liegh.

Liegt P auf der Geraden 4,,4;,4,,, dann berihren
sich die Corven 3. Ordnung in A, ; der Geraden A,,4,,4,,
selbst entsprechen die 3 Erzeugenden AgAd,, Az4,, 454,
PA, entsprechen eine Erzeugende durch 4, und der Kegel-
gchnitt in der Ebene A,.

Betrachten wir schliesslich noch einen Kegelschnitt K
auf der durch A, gehenden Ebene I; derselbe schneide
die Seiten 4,4y, Ay Aggy Agsdgdsy, 4,45, 1esp. in den
Punkten K, Ki; Ki, K3; Ki, K5 K&, Ki. Nun bestimmi
K mit den Ecken A4,, 45, A, als den Mittelpunkten drei
Kegel zweiten Grades, denen, wie analytisch sehr leicht
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nachweishar wire, drei Kegel vierten Grades entsprechen
resp. von den Mittelpunkten 4,, 4,, 4, und den drei durch
den Dhetreffenden Mittelpunkt gehenden Tetraederkanten
als Doppelerzeugende. Die Tangentialebenen an diese Kegel
lings den Doppelerzeugenden sind leicht angebbar: z. B.
der Kegel vierten Grades von dem Mittelpunkte 4, hat lings
4,4, die zwei Ebenen zu Tangentialebenen, welche den
Ehenen 4y 4, K3, A34,4; entsprechen; lings A, 4, die
zwei Ebenen, welche den benen A, 4, K, 4,4,K; ent-
sprechen und lings 4, A; {die Ebenen A, 4, Ki, A, 4, K2
Diese drei Kegel vierten Grades haben mit dem frithern
Kegel zweiten Grades aus A4, ausser einer jeweiligen
Doppelerzeugenden dieselbe Curve 6. Ordnung gemeinsam,
welche dem gegebenen Kegelschnitte K entspricht; die-
selbe hat in den vier Tefraederecken Doppelpunkte; die
Tangenten in ihnen entstehen als die Schnitte je einer
Tangentialebene sines Kegels vierten Grades und des Kegels
zweiten Grades. Durch specielle Lagen des Kegelschnittes
kann die Curve 6. Ordnung in gerade Linien und Curven
niedriger Ordnung degeneriren und die Doppelpunkte in
den vier Tetraederecken konnen tbergehen in Spitzen oder
in isolirte Doppelpunkte.

4) B set eine belicbige Ebene des Raumes.

Derselben entspricht, wie wir friiher schon gesehen
haben, eine Flache dritter Ordnung, welche die sechs
Kanten des Fundamentaltetraeders enthilt. Die Bheneschneide
die Tetraederkanten (Fig. 18) 4, 4, resp. in den Punkten
Ay, dann sind die Tangentialkegel in den vier Knoten-
punkten 4,, 4y, 4;, 4, an die Fliche dritter Ordnung die
Kegel zweiten Grades, welche resp. den Ebenen A,4,,4,,,
Ay A g Aygy Ay gy Ay, Agdyis 4y entsprechen; die Tan-
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gentialebenen liangs den Tetraederkanten an die Fliche
dritter Ordnung stimmen iiberein mit den Tangentialebenen
an diese Kegel und sind leicht angebbar. Den drei Dia-
gonalen A, A,,, 4,454, A, 455 des Vierseits, in welchem
die Ebene E das Tefraeder schneidet, entsprechen wieder
drei Gerade auf der Tlache dritter Ordnung und zwar
entspricht die Gerade A4,,4,, sich selbst; sind ferner
Ay Ay A'y, A’y 5 die Punkte, welche den Punkten
Aigy Aggy Agyy Ay beziiglich der projektivischen Reihen
auf den Seiten des Viereckes A, A,A4,4, entsprechen, so
entsprechen den Geraden 4,,4,, und A;,4,, vesp. die
Geraden A‘;, A, und A5, 44,. Diese drei Geraden
Ay gy, A4 Ay, A3 A7, bilden ebenfalls ein Dreieck
und bestimmen mit den sie schneidenden Tetraederkanten
die Tangentialebenen in ihnen an die Fliche dritter Ord-
nung. Geht die Ebene L speciell durch zwei Frzeugende
der Polfliche, so sind die Geraden 44,4, und 4/, 4%,
vesp. mit A,,4,, und A,,A4,, identisch, indem diese
Frzeugenden sich selbst entsprechen,

Einem Strahlenbiischel vom Scheitel P in der Ehene I
entspricht ein Biischel von Curven 3. Ordnung auf der
Flache 3. Ordnung, welches 4,, 4,, 4,, 4,, P* zu Grund-
punkten liat. Den sechs Geraden von P aus nach den
Fcken des von der Ebene E aus dem Tefracder ge-
schnittenen Vierseits entsprechen die degenerirten Curven
des Biischels und zwar:

PA,, die Ger. 4; A,u, einKegelschn. 1. d. Ebene 454, P*
Pdyy o 4 4945, 0 . w9y A AP
PA:M 7" 3] A:}A.i [AE R} 2 [EIRE] 33 -AlAZP*
'P'A“il » i3} —A4'A'l N 7" N » 'A“ZAI}'P*
PA,; 4 5 AsAL ' wo o A AgPF(id.m. 4, AP
Pdyy ,, 4 A1 4z oy ” oy Ay A PF(dom. A, 4, P
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Wir sehen, den sechs Strahlenbiischeln in der Ebene E,
welche die sechs Fcken des Vierseits zu Scheiteln haben,
entsprechen die Systeme von wunendlich "vielen Kegel-
schnitten auf der Fliche dritter Ordnung, welche in den
Ebenen durch die sechs Tetraederkanten liegen. Die sechs
Geraden von P aus nach den Ecken des Vierseits bilden
drei Paare einer Involution; hierdurch ordnen sich die
Strahlen des Biischels vom Scheitel P in eine Involution
und somit auch die Curven dritter Ordnung, welche diesen
Geraden entsprechen; den Doppelstrahlen des Strahlen-
biischels entsprechen die Doppeleurven des Curvenbiischels.
Einem Kegelschnittbiischel in der Ebene E entspricht
ein Biischel von Curven 6. Ordnung auf der Fliche, welche
die vier Tetraederecken zu Doppelpunkten haben; diese
haben zwei verschiedene reelle Tangenten, oder zusammen-
fallende (Spitzen) oder zwei imaginire, je nachdem der
betreffende Kegelschnitt die Seiten des aunf E gelegenen
Vierseits schneidet, berithrt oder gar nicht frifft. Der
Schaar von Kegelschnitten, welche die Seiten des Vierseits
bertthren, entspricht somit eine Schaar von Curven 6. Ord-
nung, welche in den Tetraederecken Spitzen haben. Jede
dieser Curven wird von jeder der vorigen Curven dritter
Ordnung in zwei von den Tetraederecken verschiedenen
Punkten getroffen, welche den Schuittpunkten des betvef-
fenden Kegelschnittes mit der entsprechenden Geraden aus P
entsprechen; nun gehen durch P zwel Kegelschnitte der
Schaar: Es begegnet somit zweimal, dass sich eine Curve
3. Ordnung und eine Curve 6. Ordnung in P beriihren.
Oeht der Kegelschnitt in E durch eine Ecke des Vier-
seits, z. B. durch 4,,, sondert sich von der Curve 6. Ord-
nung die Gerade 4,4, ab und es entspricht ihm noch
eine Curve 5. Ordnung, die in 4, und 4, Doppelpunkte
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hat, Geht der Kegelschnitt durch zwei Ecken, z. B. durch
A,, und 4,,, sondern sich die beiden Geraden 4,4, und
A A4, ab und es bleibt noch eine Curve 4. Ordnung tbrig,
die in A4, einen Doppelpunkt hat etc. Gebt weiter der
Kegelschnitt durch drei Ecken des Vierseits, z. B. durch
Ay, A5, A, sondern sich die drei Geraden 4,4,, 4,4,,
4,4, ab und es bleibt noeh eine ebene Curve 3. Ordnung
tibrig, die in A, einen Doppelpunkt besitzt. Endlich kann
man die Tetraederkanten zu drei verschiedenen windschiefen
Vierseiten gruppiren: A4, 4,4, 4,, A, A, 4, 4,, A, A, 4, 4,.
Geht nun ein Kegelschnitt in B dwrch die Schnittpunkte
mit den Seiten des ersten Vierseits, sondern sich von der
Curve 6. Ordnung diese vier Seiten ab und es bleibt noch
ein Kegelschnitt brig, der in einer Bbene durch 4,,4,,
liegt; denn den Schuittpunkten des gegebenen Kegelschnittes
mit dieser Geraden entsprechen wieder zwei Punkte auf
ihr selbst. Geht der Kegelschnitt durch die Schuitfpunkte
mit den Seiten des zweiten oder dritten Vierseits, ent-
gpricht ihm ein Kegelsehnitt durch die Gerade A’y,4'y,
oder A'y5 A’ ,.— Wir sehen alsonoch: den drei Kegelschnitt-
biischeln in B von den Grundpunkten: A,,, dyg, Asy, dyys
Aygy Aggy gy Ayys Ayyy Asyy Ayg, Ay, entsprechen die drei
Systeme der unendlich vielen Kegelschnitte in den Ebenen
resp. durch die Geraden A,,4,,, 4‘,,4',, 45,4,
Die Construction der Fliche 3. Ordmung F§°, welche
der unendlich fernen Ebene entspricht, giebt nichts wesentlich
Besonderes; sie enthilt ebenfalls die sechs Tetraederkanten;
ferner die unendlich ferne Gerade A,,4,, und noch zwei
im BEndlichen gelegene Gerade A‘;, 45, 4%, 4., Welche
den zwei unendlich fernen Geraden A, A4,,, 4;,4,, ent-
sprechen und Diagonalen des Parallelogramms sind, welches
ihre Ebene, die zu den Kanten 4, 4,, 4,4, parallel ist,



40 Keller, conjugirte Elemente in reciproken Systemen.

aus dem Tetraeder herausschneidet. Ich begniige mich
hiermit, die Art und Weise der Analogie dieser rium-
lichen Beziehung zu der ebemen ins Licht gestellt zu haben
und gehe zum Schlusse noch zu einem rdumlichen Special-
fall iiber,

Specieller Fall.

Wie im ersten Abschnitte die Theorie der reciproken
Radien als Specialfall aus der allgemeinen Beziehung her-
vorgegangen ist, so fliesst als rAnmliches Analogon dazu aus
unserer allgemeinen riiumlichen Beziehung ein Specialfall,
sobald wir eine Kugel als Polfliche voraussetzen. Sei 4, A,
(Fig. 14) ein Durchmesser dieser Kugel vom Radius #, so
besitzt das gich involutorisch entsprechende Tetraeder der
rdumlichen Reciprocitit als Ecken die zwei reellen Punkte
Ay, 4, und die zwel imaginaren Kreispunkte 4,, 4, aunf
der Stellung der Normalebene zu der Kante 4, 4,; von
diesem Tetraeder sind somit die zwei Gegenkanten A4, A4,,
A, A, sowie die zwei Ebenen 4, 4, A, und 4, 4, 4, reell,
d. h. die Tangentialebenen in 4, und 4, an die Polkugel.
Man findet leicht, dass die Beziehung zweier doppelt con-
jugirten Punkte P und P* ausgedrtickt wird duvch die
Gleichungen:

N T?_zﬁ!
f=ux. Ty
. P2 g2
=z

wobei 4,4, als die z Axe und die Normalebene zu 4,4,
durch den Mittelpunkt M der Kugel als die zy Ebene des
Coordinatensystems aufgefasst werden. — Aus der allge-
meinen Theorie geht nun fiir unseren Fall Folgendes hervor:
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Dem Punkte 4, entsprechen alle Punkte der Tan-
gentialebene in ihm an die Polkugel; ebenso dem Punkt A4,
alle Punkte der Ebene A, ; irgend einem Punkte auf der
Kante A, 4, entsprechen alle Punkte der unendlich fernen
Geraden 4,4, und umgekehrt; die Punkte der Polkugel
entsprechen sich selbst. Kiner beliebigen Kbene I von
der Gleichung &x -}- gy + 2+ 1 = 0 entspricht eine
Fliche 3. Ordnung von der Gleichung: (¢z -+ 1) (2 +y?)
+ (x -+ qy) (r® — 2z%) = 0; diese enthilt A4, 4, und die
zwei imagindren Kreispunkte 4,, 4, zu Knotenpunkten.
Geht die Ebene B durch 4,4,, zerfallt die Fliche 3. Ord-
pung in 3 Ebenen, in E selbst und in die zwel imaginfiiren
Ebenen (% - y4) (x — i) = 0, welche den Kreispunkten
entsprechen; analog, wenn E durch 4,4, geht. Da
nun zudem der entsprechende Punkt P* zu P auf der
Polarebene von P in Bezug auf die Polkugel liegt, so
_ergiebt gich die folgende Construction von P* aus P:
‘Wir fillen von P das Perpendikel auf A4, 4,, auf diesem
liegt P*; er ist dann der vierte harmonische Punkt zu P
in Bezug auf die zwei Schnittpunkte des Perpendikels mif
der Polkugel, oder wenn diese imagindr sind, der Schnitt-
punkt des Perpendikels mit der Polarebene des Punktes P
in Bezug auf die Polkugel. — Zwischen den Gebilden in
einer beliebigen Ebene durch 4, 4, besteht die Beziehung
des ersten Abschnittes fiir den Schnittkreis der Ebene mit
der Polkugel als Polkegelschnitt und fir 4, 4;.4,, als das
sich involutorisch entsprechende Dreieck der Reciprocitat.
Zwischen den Gebilden in einer Ebene durch 4,4, haben
wir ferner nichts anderes als die Beziehung der reciproken
Radien fiir den Schnittkreis der Ebene mit der Polkugel
als Leitkreig; trifft die Ebene die Kugel nicht, so miissen
wir zur Construction entsprechender Ilemente die ganze
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Kugel selbst zu Hilfe nehmen. (Reciproke Radien mit ima-
gindrem Leitkreis,)

Geht I durch eine der beiden Fcken A4, oder A,,
z. B. durch 4,, so ist in der allgemeinen Gleichung

E=— % zu setzen nnd die Fliche 3. Orduung, welche der

Ebene entspricht, degenerirt in die Tangential-Ebene A, und
in einen Kegel zweiten Grades von der Spitze 4, und von
der Gleichung x% - y% 4 # (Ex + 5y) (r -+ 2) = 0. Dieser
Kegel wird von der Ebene E in einem Kreise geschnitten,
namlich in demselben, den sie mit der Polkugel gemeinsam
hat. Die zweite Schaar von Kreisschuittebenen des Kegels
ist normal zur Kante 4,4;; diese Kreise entsprechen
den Schnittlinien ihrer Ebenen mit der Ebene E. Die
Tangentialebene des Kegels lings 4,4, wird bestimmé
durch die Tangente in A4, an den Kreis, den E auns der
Pollugel schneidet.

Vou der Fliche 3. Ordnung, welche einer beliebigen
Ebene E correspondirt, ist ein grosses Drahtmodell ange-
fertigt worden. Sie besitzt in den zwei Knotenpunkten 4, , 4,
Tangentialkegel, welche vesp. den Ebenen A4;a, und 4,a,
entsprechen, wobei a;, a, die Schnittlinien der FEbene E
mit den Tangential-Ebenen in 4, und 4, an die Polkugel
sind. Von dem Vierseit, in welchem E das Tetraeder
A 4,454, schneidet, sind nur die zwei Seiten ay, ay,
ferner die zwei Hcken 4,,, 4,, wnd von den drei Dia-
gonalen nur die eine A,,4,, reell. Einem Strahlen-
bischel auf B vom Scheitel P entspricht auf der Fliche
ein Bischel von Curven 8. Orduung von den fiinf Grund-
punkten 4, 4,4, 4,P* Dem Strahl PA4,, entspricht die
Gerade 4,4, und ein Kegelschnitt in der Ebene 4, 4, P;
ebenso entspricht der Geraden PA,, die Gerade 4,4,
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und ein Kegelschnitt durch P*4,4,, also ein Kreis.
Einem Kegelschnitt auf E entspricht auf der Fliche eine
Curve 6. Ordnung, die A,, 4, zureellen und 4,, 4, zu ima-
gindren Doppelpunkten hat, Geht der Kegelschnitt durch
A4, ,, sondert sich von der Curve 6, Ordnung die unendlich
ferne Gerade 4,4, ab und es bleibt noch eine Curve
5. Ordnung ftibrig, die 4,, 4, als einfache Punkte, 4,, 4,
als Doppelpunkte enthilt; analog, wenn der Kegelschnitt
durch 4,,” geht. Geht der Kegelschnitt durch die zwei
imaginiren Punkte A,,, A,, auf a,, sondern sich die zwei
imaginiren Geraden A, A,, 4, 4, ab und es bleibt noch
eine Curve 4. Ordnung iibrig, die 4, zam Doppelpunlkt,
A,, 4, zu einfachen Punkten hat; analog, wenn der Kegel-
schnitt durch A4,, und A4,, geht. — Enthialt der Kegel-
schnitt die drei Bcken A,,, 4,4, A;,, sondern sich die
drei Geraden A, A, A 4,, A4, A, ab und es bleibt daher
noch eine Curve 8. Ordnung ibrig, die in 4, einen Doppel-
punkt hat; analog, wenn der Kegelschnitt die drei Ecken
A4y Aggy Ay, enthills. Geht endlich der Kegelschnitt durch
die vier imagindren Punkte A,,, 4,,, 4,,, 4y, entspricht
ihm wieder ein Kegelschnitt auf der Fliche 3. Ordnung
und zwar in einer Ebene durch die Gerade 4,,4,,, die
ganz anf der Fliche liegt, Fig. 15 stellt die Haupttypen
der Kegelschnitte durch 4,4, 4,,, 444, A, dar; denselben
entspricht die Schaar von Iegelschnitten auf der Fléiche
3. Ordnung in Ebenen durch 4,,4,,. Eine zweite Schaar
von Kegelschnitten der Fliche 3. Ordnung liegt in den
Ebenen durch 4, A;, welche den Strahlen des Biischels
vom Scheitel 4,, auf E eutsprechen. Rine dritte Schaar
von Kegelschnitten auf F, besteht aus lauter Kreisen in
Ebenen durch 4, A4,, denen die Strahlen auf I durch 4,,
entsprechen,
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