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parallel sind, in p bestimmten imaginiren Punkten ge-
schnitten. Projiciren wir diese aus C, auf ¢, so erhalten
wir p imaginire Punkte Pj, welche dem imaginiren Punkte
P: correspondiren,

Wir sehen aus dem Gesagten, dass unsere Collinea-
tion (CL" ) auch dann einen bestimmten Sinn hat, weun
L* eine durch reelle Elemente definirte imaginire Fliche
ist. Wir unterlassen es hier, in diesem Falle auf die
allgemeine Correspondenz von Gebilden niher einzntreten.

Zur Geomelrie des Imagiairen.

Imagindr-Projectionen,
Mit Tafel — Fig. 1.
1,

Sei 7 eine imaginire Gerade erster Art wmit dem
reellen Punkte 8. Sie werde durch eine elliptische Strahlen-
involution — J — und dureh einen bestimmten Sinn ge-
geben.®) Wir machen ¢ zur Axe einer centrischen Colli-
neation erster Ordnung.™) B sei die Ebene, C das
Centrum und o die Charakteristik dieser Collineation. Dem
entsprechend bezeichnen wir sie mit dem Symbol (C i 4).

Um die Construction entsprechender Elemente der
Collineation (C ¢ &) durchzufiihren, senden wir firr dieselbe
eine riwmliche Darstellung voraus. Wir betrachten C als
Fusspunkt einer Normalen -- ¢ — zur Ebene B und be-

*) Vgl. v. Staundt: Deitrige zur Geometrie der Lage. —
Liiroth: Das Imaginiire in der Geometrie, mathematische Annalen,
Bd. VIII, p. 145. — Fiedler, Darst. Geometrie, IT. Aufl., p. 509 ff.

+#*) Vgl meine Abhandlung tber centrische und plane Colli-
neation.



Beyel, Imaginar-Projectionen. 21

stimmen auf ¢ zwei Punkte — G, G, — in der Weise, dass
CCi:CCy = ist. ¢ fassen wir als Spur einer imagi-
niren BEbene — J — auf, welche zur Ebene B senkreeht
steht. Sind dann z ', yy entsprechende Paare der In-
volution J, so wird J durch eine elliptische Ebeneninvo-
lution bestimmt, deren Scheitelkante die Tafelnormale s
in 8 ist und deren entsprechende Ebenenpaare resp. durch
z2, yy gehen. (Fig. 1.)%)

Wir vermitteln nun die Correspondenz der Gebilde
in der Ebene B in folgender Weise:

Set g, die Verbindungslinie von C mit S uud sei P,
ein Punkt derselben, so ziehen wir C, P, (Fig. 1). Diese
Gerade treffe s im Punkte P.  Dann trifft C, P die Ebene
Bin einem Punkte P,, fur den: CP,:SP,=CC,: 3P und
CP,:SPy==CC,: 8P ist. Also folgt dass (CSP\Ps) = 4
sein muss,

P, ist mithin der entsprechende za P, in der Colli-
neation (Ci¢ ).

Indem wir in analoger Weise verfahren, um zu einem
Punkte P,, weleher nicht in o, liegt, den correspondirenden
zu bestimmen, haben wir mit C, P, die imaginire Ebene
Jzu schneiden. Wir erhalten hierdurch einen imagindren
Punkt P;. Die Verbindungslinie desselben mit G, trifft
die Ebene B in cinem imagindren Punkte — Py; — wel-
cher der entsprechende zu P, ist.  Wir schliessen daher:
Iinem reellen Punkte — Py — corvespondirt in der Colli-
neation (Cvd) im allgemeinen ein imaginirer Punkt,
welcher mit Py auf ciner veellen Geraden durch C liegt.
Den reellen Punliten auf o, entsprechen reelle Punkle.

Sei P,; ein imaginirer Punkt in der Ebene B, wel-
eher auf einer veellen Geraden ¢, durch O liegt, so er-

*)} Die Darstellung ist axonometrisch.
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halten wir seinen entsprechenden, indem wir C, Py; ziehen.
Diese Gerade trifft J in einem imaginidren Punkte P;.
G, P; schneidet B in einem imaginiren Punkte P,;, wel-
cher Py correspondirt. Hier kann nun der Fall eintreten,
dass der reelle Trager von P; durch C, geht. Dann
schneidet dieser B in einem reellen Punkte P,, welcler
P,; entspricht. Es wird dies immer stattfinden, wenn P
ein imaginiirer Punkt ist, welcher einem reellen in einer

Collineation ( Cq %) correspondirt.

Nehmen wir an P;; sei ein imaginiirer Punkt, welcher
nicht auf einer durch C gelienden Geraden liegt, so con-
struiren wir seinen entsprechenden, indem wir C, Py,
ziehen. Den imaginiren Punkt — P, — welchen diese
Gerade aus J schneidet, verbinden wir mit C,. P;C,
trifft B in P,; nnd wir sagen:

Linem imagindren Punlte correspondirt in der Colli-
neation (Cid) im Allgemeinen ein imaginiirer Punkt.

Zur Coustruction des zuletzt erwihnten Punktes P,
machen wir noch folgende Bemerkung:

Sei p, der reelle Triger von P;;. Dann betrachten
wir CPy; als Spur einer imagindren Ebene B, welche
zur Ebene B senkrecht steht. P schneidet die Ebene J
in einer imaginiren Geraden erster Art. Diese liegt in
einer Ebene — (' — welche normal zur Ebene B ist.

G schneidet B in dem reellen Triger — g — des
Punktes, in welchem die Geraden ¢ und C P,; sich treffen.
Die Ebene €, p; aber schneidet aus G den reellen Triger
— p — des Punktes P;.  Legen wir durch p und C, eine
Ebene, so trifft diese B in dem reellen Trager — p, —
des Punktes P,;. Darnach missen sich ¢ und p, im
Schnittpunkte von p mit der Ebene B, d. h. in einem
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Punkte — P — von p, treffen. Bezeichnen wir die Ge-
rade P C mit ¢,, so folgt weiter, dass (¢, g p,p.) = 4 ist.

Haben wir also in der Ebene B den reellen Trager
— g — des Schuittpunktes von CP,; und ¢ gezeichnet,
s0 konnen wir nach der letzteren Relation p, bestimmen.
Diese Gerade trifft C P,; im Punkte P,;.  Wir ziehen aus
diesen Constructionen einen Schiuss fiir entsprechende
Punkte P, Ps;. Sei ¢, eine imaginare Gerade erster
Art, welche durch C geht und in der Ebene B liegt. Sie
schneidet 4 in einem imaginiren Punkte, der sich auf
einer reellen Geraden ¢ befinde. Es ist somit jeder
imagindren Geraden o; eine reelle Gerade g zugeordnet.
Drehen wir nun um einen rveellen Punkt P von ¢ eine
Gerade p,, so schneidet jede ihrer Lagen aus g, einen
imagindren Punkt P,;. Sein correspondirender liegt in o,
und auf einer veellen Geraden p,, welche durch I geht.
Wir sagen also:

Zwei imaginire Punkte, welche sich in der Colli-
neation (Cid) entsprechen, licgen auf einer imagmndren
Geraden — ¢, — durch C.  1hre reellen Triiger schneiden
sich in der reellen Geraden g, welche ¢; zugeordnet ust.
Sie bilden mit dem Stralle nach C und mit g das Doppel-
verhiliniss 4.

In der Geraden ¢ fallt P,; mit P,; zusammen, d. .
der-Schnittpunkt von ¢ mit ¢ entspricht sich selbst.

Gehen wir zu den Geraden der Ebene B iber, so
ergibt sich sofort:

Einer reellen Geraden — g, — correspondirt in der
Collineation (C i 4) eine imagindre Gerade erster Art go;.
Letztere ist die Projection aus C, von der Linie, in welcher
die Ebene C,g, die Ebene J schneidet. Also liegt der
reelle Punkt von ¢., in ¢, und ¢, g.; schneiden sich in 4.
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Sei g1. eine imagindre Gerade erster-Art in der Ebene
B. Der reelle Punkt von g¢;; sei P,.. Wir erhalten in
der Collineation (C4 ) das entsprechende Gebilde zu g,
indem wir durch C; und g,; die Ebene G, legen. Diese
schneidet J in einer imaginiren Geraden zweiter Art — g,.
Durch diese und den reellen Punkt C, geht eine ima-
ginire Ebene. Sie trifft die Ebene B in der imaginiren
Geraden g,; — welche g,; correspondirt.

Vereinfacht wird die Bestimmung von ¢,., wenn der
reelle Punkt — P; — von ¢, in ¢, liegt. Dann befindet
sich auch P, in o,.

“Iritt hier der weitere specielle Fall ein, dass g, durch
P, geht, so correspondirt diese Gerade in der Collineation
(Ci4) der imaginiren Geraden ¢,,. Damn ist g, die
entsprechende zu einer reellen Geraden in der Collineation
( Czé) Wir fassen also das gesagte dahin:

Finer imaginiren Geraden erster Art — g, — cor-
respondert vm Allgemeinen in der Collineation (Ci A) eine
wmaginiive Gerade erster Art.  Den wmagindren Geraden
aber, welche reellen Geraden in der Collineation (Cz%)
entsprechen, correspondiren diese reellen Geraden in der
Collineation (Ci A).

4

In analoger Weise wie jetzt die Collineation (C 1 A)
konnen wir alle die Collineationen erster Ordnung be-
handeln, bei denen ein, zwel oder drei Bestimmungsstiicke
imagindr sind.

Sei zuerst das Centrum ein wmagindrer Punkt — C; —
so errichten wir in C; zur Ebene B die Normale C;.
Diese ist eine imaginire Gerade erster Art, deren reeller
Punkt die zn B senkrechte Richtung ist.
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Auf C; nehmen wir einen Punkt — C,; — beliebig
an. Sein reeller Trager sei ¢; und schneide den reellen
Trager — ¢ — von C; im Punkte C. Nun construiren
wir in ¢, einen Punkt C,;.von der Art, dass sein reeller
Triger — ¢, — durch C geht und it ¢, ¢ durch die
Relation —E%——f;% == 4 verkniipft ist. Benutzen wir dann die
Punkte C::Cﬂz in analoger Weise wie die Punkte G, C.
bei der Collineation (Ci ), so vermitteln wir die ein-
deutige Correspondenz der Collineation (C; ¢ ).

Soll aber die Axe — s -— der Collineation reell sein,
$0 bestimmen wir die Punkte C,;, C,; so, dass ihre reellen
Triger — ¢, ¢, — durch den Schnittpunkt — C — von s
wit ¢ gehen. s betrachten wir als Spur einer Ebene .S,
welche zur Ebene B senkrecht steht. Damit ist der Weg
gezeigt, welcher die Correspondenz der Collineation (C; s )
vermittelt. )

Sei zweitens die Charakteristik der Collineation ima-
ginllr — etwa gleich 4, == 7’ — g0 erricliten wir wieder
in C ein Perpendikel — ¢ — zur Ebene B. Auf ihm
nehmen wir einen Punkt C, so an, dass CC, = n ist.
Ferner bestimmen wir einen Punkt C,;, fur welchen
CCyi = miist. C,; wird also ein imagindrer Punkt sein.
Wir finden ihn, indem wir C als Mittelpunkt einer ellip-
tischen Involution in ¢ betrachten. Sei — m?® die Potenz
dieser Involution, so erhalten wir ein weiteres Paar
— XX'— nach der Relation CX. CX'= — m* Die
Doppelpunkte haben den Abstand m i von C. Je nach-
dem nun 4, positiv oder unegativ ist, wird C,; derjenige
Doppelpunkt der in Rede stehenden Involution seiu, wel-
cher in der Richtung CC, oder in der Richtung C, C
liegt. Damit ist C,; eindeutig definirt und in Analogie
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der Bezeichnungsweise fir reelle Punkte kénnen wir sagen:
C .
00w _

ce

! Lassen wir jetzt C,; C, an Stelle von C,C, in der
Collineation (Ci 2) treten, so gelangen wir zu einer Colli-
nation (C¢ 4,). Ersetzen wir die imaginire Axe durch
eine reelle — s — so werden wir zu einer Collineation
(Cs ;) gefihrt.

Wir wenden uns zu einer Collineation erster Ordnung,
Jiir welche Centrum wnd Charakteristil imagindr sind,
also zu einer Collineation (C;s «;). Thre Correspondenz
vermitteln wir mit Halfe der oben besprochenen Colli-
neationen und stittzen uns dabei auf folgenden allge-
meinen Satz*): Seil gegeben eine centrische Collineation
erster Ordnung (C, s, ). Denken wir uns die entspre-
chenden Gebilde dieser Collineation von einem Centrum
C, aus durch eine centrische Collineation (C, s, <f,) trans-
formirt, so erhalten wir entsprechende Gebilde einer neuen
centrischen Collineation. Diese hat 4 zur Charakteristik;
Axe und Centrum sind die Gerade s und der Punkt C,
welche C, und s, in der Collineation (C,s, 4,) corre-
spondiren.

Indem wir diesen Satz benutzen, gehen wir von einer
Collineation (C,s ) aus. Auf ihrer Axe s nehmen wir
einen Punkt G, an und ferner den reellen Punkt S einer
imaginiren Geraden 4. Transformiren wir jetzt (C, s )
dureh eine Collineation (G, ¢ <), so erhalten wir eine neue
Collineation mit der Charakteristik «,. Die Axe dieser
Collineation ist die entsprechende zu s in der Collineation
(Cyi 4y) d. h. die Gerade s. Das Centrum ist der Punkt

*) Vgl. Nr. 8 meiner oben citirten Abhandlung tther centrische
und plane Collineation.
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C;, weleher dem Punkte C; in der Collineation (C,4 4,)
entspricht.

Geben wir nun die Collineation (C; s ;) durch ihre Be-
stimmungsstiicke, so nehmen wir G, im Schnittpunkte des re-
ellen Tragers ¢ von C; mit s an. Ferner withlen wir in ¢ einen
Punkt C, und in s einen Punkt S. Dann construiren-wir
auf ¢ den Punkt L; nach der Relation (G, L; G, C) = 4.,
wo 4, eine beliebige Zahl ist. Die Gerade LS, sei i.
Damit sind die 8 Collineationen (C,s.4,), (C,id,) und (C;s ;)
festgelegt. Soll in der letzteren z B. zur reellen Geraden
¢, die entsprechende gezeichnet werden, so construiren
wir zu g, die correspondirende g, in der Collineation
(Cai ). Zu gy, bestimmen wir die entsprechende — ¢s; —
in der Collineation (G, s 4,). Die eorrespondirende g,; zu
gs; endlich in der Collineation (C,i.4,) entspricht der Ge-
raden ¢, it der Collineation (C; s ).

Es Dbleibt uns noch tbrig die centrische Collineation
erster Ordnung zu besprechen, fiir welche Centrum, Axe
wund Charalteristilk imagindy sind, also die Collineation
(Giz ).

Da gehen wir von einer Collineation (C, ¢, ) aus.
Transformiren wir dieselbe in einer Collineation (Cs4)),
so gelangen wir zu einer neunen Collineation mit der Cha-
rakteristik ;. Centrum dieser Collineation ist der Punkt
— C; — welcher dem Punkte G, in der Collineation (Ci ;)
correspondirt; Axe ist diejenige imagindre Gerade — ¢ —
welche 4, in der letzterwahnten Collineation entspricht.
Also ist die gefundene Collineation — (Cii ;) — von der
gesuchten Art. ,

Sei die Collineation (G4 &) durch ihre Bestimmungs-
stilcke gegeben, so nehmen wir eine beliebige reelle Ge-
rade s an. Der reelle Triger — ¢ — von C; schneide
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dieselbe in C. Dann construiren wir in ¢ zwei Punkte
€ C; nach der Relation (CSC, C) = ;. Zu diesem Zwecke
bestimmen wir in der Involution, welche den Puukt G
definirt, zu S den entsprechenden. Diesen betrachten
wir als Punkt C und errichten in ihm eine Normale zu
B. -Auf ibr construiren wir zwei Punkte — Cy; G, — nach
C C
C G
g0 erhalten wir eine imaginfire Gerade erster Art, deren
‘reeller Punkt P sei. Derselbe muss auf der Verbindungs-
linie der Punkte liegen, welche C in den Involutionen
entsprechen, die G, und C,; definiren. Daraus folgt, dass
P auf der Normalen durch 8 zur Ebene B liegt. Pro-
Jjiciven wir daher P aus C, auf ¢, so erhalten wir einen
Punkt C,, welcher der Bedingung (CS C, ) = 4, geniigt.
G, ist also der entsprechende zu C, in der Collineation
{Cs ). In derselben Collineation entspreche der ima-
gindren Geraden ¢ die imaginire Gerade ;. Damit sind
drei Collineationen festgelegt und zwar (C,7, 4,), (Cs)
und (G;s4)).

Gebilde, welche sich in der zuletzt angefiithrten Colli-
neation entsprechen, thun dies auch in der zuerst erwihn-
ten. Vermittelt werden diese Correspondenzen durch die
Collineation (Cs ). '

Wir haben jetzt sdmmtliche Collineationen erster
Ordnung untersucht, bei denen ein, zwei oder drei Be-
stimmungsstiicke imaginir sind. Nun ist aber noch der
Fall denkbar, dass die Charakteristik einer Collineation

. L@ my sy
eine complexe Zahl — sagen wir —:—;—— == A4, sei. Dieser

fihrt uns zu den Collineationen (Cs 42,) (Ci4,); (Cis 4.) (Cii 4.).
Thre raumlichen Darstellungen ergeben sich resp. aus denen
fiiv (Cs4,) (Cid); (Cisd) (Cii4) dadurch, dass wir die

der Relation = ;. Verbinden wir nun C;;, mit G,
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Darstellung des Punktes Cy; #indern. Wir miissen nim-
lich diesen Punkt in der normalen Richtung zu B um
die Grosse e verschieben. Eine analoge Verdnderung
ergibt sich auch fir den Punkt Cy;, wenn o = g_: 7Z

Indem wir dazu tbergelien mit Hilfe der besprochénen
Collineationen aus reellen Figuren der Ebene B imaginire
abzuleiten, wollen wir die fiir die Collineationen gegebenen
raumlichen Darstellungen der Kitrze halber als Dmagindir-
projectionen’™) bezeichnen.

Damit haben wir festgesetzt, was unter der Ima-
gindirprojection von (Ci4), (Ci4))... zu verstehen ist.

Imaginire ebene Dreiecke.
Mit Tafel — Figur 2 und 3.

Wir gehen von einer Collineation (Cs 4,) aus und
untersuchen in derselben die Iigur, welche einem reellen
Dreteck — EF G resp. e fg — entspricht. Diese hat —
(vergleiche Imaginirprojectionen 2) — folgende Eigen-
schaften: Sie ist ein Dreieck, dessen Ecken — E, ¥, G, —
imagindre Punkte sind, welche mit EF G auf Geraden

*) Kinen speciellen Fall der besprochenen Correspondenzen,
welcher nach unserer Ausdrucksweise durch eine Imagindrprojec-
tion (Cs¢) vermittelt wird, erwithnt Wiener in seinem Lehrbuche
der darstellenden Geometrie (1884, p. 315 {f.). Dort wird der Kegel-
schuitt 7 abgeleitet, dessen Punkte den imagindren Punkten eines
Kegelschnittes m entsprechen, die auf Geraden durch das Centrum
einer Collineation liegen. Axe derselben ist die Polare des Cen-
trums in Bezug aunf m. Die Charakteristilk ist * ¢ Wiener
nennt den Kegelschnitt ! die Imaginiirprojection von m.
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— 0.0,0, — durch C liegen. Die Seiten dieses Dreiecks
— ey fig; — sid imaginire Gerade erster Art, deren
reelle Punkte — S.8:8, — tn den Schnittpunkten von
efg mit s gelegen sind.

Wi wollen dieses Dreieck als ein imagindres Dreieck
erster Art bezeichnen. C nennen wir das Centrum, s die
Axe desselben.

Geben wir drei imaginire Punkte — ; I; G; — deren
reelle Triger sich in einem Punkte C schueiden, so konuen
wir beweisen, dass die reellen Punkte der Verbindungs-
linien von E,; F; G, auf einer Geraden liegen. Construiren
wir némlich die Verbindungslinien e, f; der Ecken F; G;
und E; G;, so erhalten wir 2 Strahleninvolutionen, welche
perspectivisch zu einer Punkteinvolution sind, durch welche
G; dargestellt wird. Also sind die Strahleninvolutionen
zueinander perspectivisch, Sie werden von g, resp. ¢, in
Punkteinvolutionen geschnitten, welehe gleichfallss zuein-
ander perspectivisch sind und die Punkte I resp. E; de-
finiren.  Correspondirende Paare der letzterwahnten In-
volutionen werden mithin durch Strahlen verbunden,
welche sich in einem Punkte — S, — schneiden. Diese
bestimmen die Involution, durch welche die Gerade I, I,
— oder g; — definirt wird.

Ueberblicken wir die jetzt skizzirte Figur (Fig. 2)%),
80 haben wir in dercelben perspectivische Dreiecke — X X,
YY'.. gezeichnet — deren Ecken — X, X, ..., X, X(...,
X, X,... auf den Geraden g,0,9, liegen. Die Strahlen
der Involutionen, durch welche e;f;¢g; definirt werden,
sind entsprechende Seiten dieser perspectivischen Dreiecke.

*) Vou den Involutionen ist je ein Paar entsprechender Ele-
mente gezeichnet.



Beyel, imaginire ebene Dreiecke. 31

Mithin miissen die Schnittpunkte dieser Seiten, d. h. die
Punkte S.8:5, auf einer Geraden liegen.

Auf analoge Art konnen wir zeigen, dass drei ima-
giniire Gerade erster Art, welche eine Gerade s reell schnei-
den, sich in drei imagindren Punkten treffen, deren reelle
Triger durch einen Punkt gehen. Also gehoren diese Ge-
raden einem imaginidren Dreieck erster Artan und wir sagen:

Drei imaginire Punkte, welche auf Geraden durch
einen reellen Punkt Uegen, oder drei imagindre Gerade
erster Art, welche eine reelle Gerade reell schneiden, be-
stimmen ein imagindres Dreieck erster Art.

Constrniren wir nun zu einem derart bestimmten
imaginiren Dreieck erster Art ein reelles — E"F"G™ —
dessen Ecken resp. auf ¢,0:0, liegen und dessen Seiten
resp. durch S, S; S, gehen, so kénnen wir beweisen, dass
das imaginidre Dreieck dem reellen in einer Collineation
(Cs 47) entspricht.

Sei namlich C, ein beliebiger Punkt auf der Geraden
¢, welche in C zur Ebene der Collineation senkrecht steht,
so projiciren wir die Punkte E; F;G; aus G, auf 8%)
Wir erhalten hierdurch in letzterer Ebene drei imaginire
Punkte — 8,84 8,, — deren reelle Triger zur Ebene
der Collineation senkrecht stehen und deren Verbindungs-
linien resp. durch S,8.S; gehen. Ziehen wir dann die
resp. Geraden ES., F Sy, GS,, so missen diese sich
in einem Punkte — G, — von ¢ schneiden. Denn die
Involutionen, durch welche letztere Gerade definirt wer-
den, bilden Dreiecke — X X', ¥ ¥"..., welche zum Drei-
eck E I G perspectivisch sind. Also werden die Verbin-

*) Mit S sei wie oben die Normalebene durch s zur bene
der Collineation bezeichnet.
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dungslinien entsprechender Punkte je eines dieser Drei-
ecke und des Dreiecks E"F"G” sich in einem Punkte
schneiden ; z. B. die Geraden, welche E* F"G” mit den resp.
Keken X, XX, des Dreiecks X verbinden, treffen sich in
einem Punkte X. Diese Geraden schneiden aber ¢, weil sie
sich in Ebenen befinden, welche resp. durch ¢, 0,0, gehen
und zur Ebene der Collineation senkrecht stehen, Sollen also
X.E, XiF, X,G durch einen Punkt gehen, so muss
dieser auf ¢ liegen. In analoger Weise erhalten wir in ¢
die Punkte X', YY'.. — entsprechend den Dreiecken
X', Y'Y, .. Mithin wird hierdurch in ¢ eine Punktein-
volution bestimmt und diese definirt einen imaginiren

Punkt C,;. Bemerken wir noch, dass durch die Punkte

. . . 00
CC,; C, ein Verhaltniss : 4, = Z’%

lehrt uns die construirte Raumfigur, dass das Dreieck
E: ¥ G, dem reellen Dreieck E*F*G™ in einer Colli-
neation (Cs 4;) correspondirt.

Seien L; M; zwei Pankte von e, f;, deren reelle Trager
— lm — sich in g, schneiden, so sind die Involutionen,
doreh  welche diese Punkte definirt werden, resp. per-
spectivisch zu den Involutionen, welche e, f; darstellen.
Letztere Involutionen sind aber perspectivisch zur Punkte-
involution, welche G, definirt. Also sind auch die Invo-
lutionen, welche L; M; bestimmen, einander perspectivisch
zugeordnet. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte
selmeiden sich folglich in einem Punkte S und definiren die
Gerade 4, welche durch L; M; geht. Zugleich correspondiren
sich diese Geraden in perspectivischen Dreiecken, deren
andere Seiten die Involutionen bestimmen, durch welche die
Geraden e, f; dargestellt werden. Daraus folgt, dass S mit
den Punkten S.S, auf einer Geraden sich befindet, d. h.
S liegt in s. Wir sagen daher:

festgesetzt wird, so
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Die Verbindungslinie irgend zweier Punkte des ima-
gindiren Dreiecks erster Art, deren reelle Triger sich cuf
einer der Geraden @, or 0, schneiden, hat ilwen wveellen
Punkt in der Axe des Dretecks.

Ziehen wir jetzt eine Gerade n so, dass das Dreieck
Imn seine Ecken resp. auf o,0,0, hat (Fig. 2.), so ist dieses zu
allen Dreiecken X X', ¥ Y ... perspectivisch, durch deren
Seiten die Involutionen fitr ¢; f; g; bestimmt werden. Also
liegen die Schnittpunkte entsprechender Seiten von Im n
und X auf einer Geraden z, von Imn und X' auf einer
Geraden ' u. s. f. Diése Geraden stellen aber — wie
wir oben gesehen haben — die Verbindungslinie — ¢ —
der Punkte I; M, dar. Mithin muss auch der Punkt, in
welchem n die Gerade g; schneidet, auf ¢ liegen.

Bezeichnen wir die Seiten e, m fi, n ¢g: als corre-
spondirende Seiten der Dreiecke lm n, e; fig:, so kénnen
wir das Gesagte dahin ausdricken:

Construiren wir zu einem imagindren Dreieck erster
Art ein reelles, dessen FEcken auf den ndmlichen Geraden
durch C liegen, wie die Ecken des imaginiren Dreiecks,
so schneiden sich die correspondivenden Seiten beider Drei-
ecke in Punkten einer imagindren Geraden, deven veeller
Punkt sich auf der Aze des imagindren Dreiecks befindet.

Gehen wir von einer Geraden 4 aus, welche s reell
schneidet, so ergibt ein ahnlicher Gedankengang Folgendes:

Schneiden wir die Seiten eines wnagindren Dreiecks
erster Art mit einer imagindren Geraden, deren reeller
Punkt in der Aze des imagindren Dreiecks liegt, so bilden
die veellen Triiger der Schwittpunkte ein Dreiecl, dessen
Ecken auf den Geraden gelegen sind, welche die Fcken
des imaginiiren Dreiecks enthalten.

Gehen [mn durch C, so folgt:

XXXI. 1. 3
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Schneiden wir die Seiten eines itmagindren Dreiecks
erster Art resp. mat 8 Geraden durch das Centrum, so
sind die Schwittpunkte Kcken eines neuen imagindren Drei-
ecks, welches dieselbe Axe hat wie das alte.

Wir wenden uns zu einer Collineation (C;s 4.). Nach
dem unter 2 Gesagten correspondirt in derselben einer
reellen Geraden eine imaginire, welche die reelle in s
schneidet. Entsprechende Punkte liegen auf Geraden
durch C,.

Darnach wird einem reellen Dreieck — EF G — ein
imaginiires entsprechen, dessen Seiten — e, fi¢g; — sich
mit e fg in s schneiden. Mithin ist dieses Dreieck ein
imaginéires Dreieck erster Art. Seine Ecken liegen auf
reellen Geraden — g, 9, ¢, — durch einen Punkt C. Ueber-
dies sind diese Ecken — als correspondirende Punkte zu
EFG — auf Geraden durch C; gelegen.

Zeichnen wir ein reelles Drejieck — E"F G" — (Fig. 8),
dessen Seiten durch die reellen Punkte — S, 8,8, — des
zuletzt gefundenen imagindren Dreiecks gehen, so liegt
E'F'G" zu allen Dreiecken — X X', Y'Y ' ... — perspec-
tivisch, durch welche die Seiten des imaginidren Dreiecks
definirt werden. Folglich schneiden sich die Geraden,
welche E*F*G" und die resp. Ecken von X verbinden, in
einem Punkte X u. s. f. Wir erhalten auf diese Weise
eine Reihe von Punkten — X X', YY'...—. Diese liegen
in einer Geraden, welche durch C geht. Seien nimlich
XX, Y. Y,... und X;X;, Y;Y;... die Ecken der Dreiecke
XX, YY .., welche auf g,, o liegen, so bilden diese
Punkte zueinander perspectivische Reihen. Projiciren wir
die erste dieser Reihen aus E, die zweite aus F, so er-
halten wir zwei zu einander perspectivische Biischel. Die
Schnittpunkte entsprechender Strahlen liegen somit auf
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einer Geraden. Diese geht durch C, weil C den Reihen
X, X.... und X;X; als sich entsprechender Punkt angehdrt.
Bemerken wir noch, dass diese Schnittpunkte nichts an-
deres sind, als die oben erwihnten Punkte XX, YY ...,
so ist die aufgestellte Behauptung, dass sie in einer Ge-
raden durch C liegen, erwiesen. Sie sind in derselben
Weise einander zugeordnet wie die Dreiecke X X' ..., be-
stimmen also eine Involution und definiren einen imagi-
niren Punkt C,.

Indem wir die Punkte E" E;, F* I, G G; als corre-
spondirende bezeichnen, kénnen wir das Bewiesene dahin
aussprechen:

Construsren wir ein reelles Dreteck, dessen Seiten durch
die reellen Punkte eines imagindren Dreiecks erster Art
gehen, so liegen die correspondirenden Ecken beider Drei-
ecke auf Geraden durch einen imagindiren Punki. Sein
reeller Triger geht durch das Centrum des imagindren
Dreiecks.

Wir heben schliesslich einige specielle Fille des ima-
gindren Dreiecks erster Art hervor.

Gehen wir von einer Collineation (C's,) aus, so ent-
gpricht in derselben einem reellen Dreieck ein imagindres
Dreieck erster Art. Dasselbe ist dadurch ausgezeichnet,
dass in den Involutionen, durch welche die Ecken E;F; G,
definirt werden, dem Punkte C die resp. Schnittpunkte
der Triger mit s entsprechen. Wir wollen dies kurz so
ausdriicken: Das Centrum des Dreiecks entspricht der Axe.

Geben wir eine Collineation (C'i o), so correspondirt
in derseiben ebenfalls einem reellen Dreieck ein imagi-
nires Dreieck erster Art. Die reellen Punkte seiner Seiten
liegen auf der Geraden, welche C mit dem reellen Punkte
von 4 verbindet. Das auf diesem Wege erhaltene imagi-
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néire Dreieck ist also dadurch ausgezeichnet, dass sein
Centrum n seiner Axe liegl.

Fin imaginéres Dreieck erster Art von derselben spe-
ciellen Form wie die zuletzt erwiihnte erhalten wir als die
entsprechende Figur zu einem reellen Dreieck in der Colli-
neation (i 4. Die Ecken dieses imaginiren Dreiecks
liegen auf Geraden, welche durch den Schnittpunkt — C —
von s mit dem reellen Tridger des Punktes C; gehen.

Den jetzt betrachteten imagindren Dreiecken stehen
solche gegenitber, welche durch Imaginiirprojection aus
zwel reellen und einer imaginiiren Geraden abgeleitet
werden konnen. Die reellen Punkte der Seiten dieser
Dreiecke liegen nicht in einer Geraden. Wir konnen
dieselben als imaginiire Dreiecke zweiter Stufe bezeichnen.

Wenden wir das nédmliche Verfahren der Imaginir-
projection auf Polygone an, so gelangen wir zu imaginéiren
Polygonen der ersten und zweiten Stufe. Die ersteren
sind Bilder von reellen Polygonen und ihre Ecken liegen
auf reellen Geraden durch einen Punkt. Thre Seiten
schneiden eine Gerade reell.

Ueber die Schnittpunkte einer imaginfiren Geraden
erster Art mit einem Kegelschnitte und iiber die
Correspondenz imagindrer Elemente im ebenen Polar-
system.
Mit Tafel — Fig. 4.
1.
Eine imaginire Gerade erster Art — g, — sei durch
eine elliptische Strahleninvolution — J — und .einen be-
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stimmten Sinn gegeben. S sei der reelle Punkt dieser
Geraden. «wx,, yy seien correspondirende Strahlenpaare
der Involution J. In ihrer Ebene liege ein Kegelschnitt K°.

Wir fragen nach den Punkten, in denen ¢, den
Kegelschnitt K* schneidet.

Zur Beantwortung dieser Frage construiren wir zu
den Punkten A B... der Geraden « die Polaren in Bezug
auf K*. Sie bilden ein Biischel, das zur Reihe der Punkte
in « projectivisch ist. Mithin schneidet dasselhe aus
eine Reihe von Punkten -— A, B,... — welche projectivisch
zur Reihe A B ist. Die Verbindungslinie entsprechender
Punkte dieser Reihen umhiillen also einen Kegelschnitt
— K?2. Derselbe ist dadurch charakterisirt, dass jede
seiner reellen Tangenten aus xx, zwei Punkte schneidet,
welche in Bezug aunf K* ein Paar der Involution har-
monischer Pole bilden.

Zu den namlichen projectivischen Reihen anf x und
2, und mithin zu dem némlichen Kegelschnitt K2 gelangen
wir, indem wir zun den Punkten von x, die Polaren in
Bezng auf K* zeichnen und diese mit 2 schneiden.

Construiren wir jetzt zu den Punkten von y — resp.
9, — die Polaren in Bezug auf K* und schneiden wir
diese mit y, — resp. ¥y — so erhalten wir projectivische
Reihen in y und %,. Die Verbindungslinien ihrer ent-
sprechenden Punkte umbhitllen einen Kegelschnitt K. Seine
reellen Tangenten schneiden aus y i, Paare der Involution
harmonischer Pole in Bezug anf K*

Ist ¢, eine gemeinsame reelle Tangente von K2 und
K}, so trifft sie sowohl z, als yy, in Paaren der In-
volution harmonischer Pole in Bezug auf K*® Da eine
Involution durch 2 Paare bestimmt ist, so folgt, dass ¢,
die imaginidre Gerade ¢; in einem imaginiren Punkte
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~— Py, — von K* schneidet. In analoger Weise wie zu
z 21, ¥y konnen wir zu jedem weiteren Paare der Invo-
lution J einen Kegelschnitt construiren. Eine reelle ge-
meinsame Tangente von irgend zwei solchen Kegelschnitten
trifft die zu diesen gehdrenden Paare der Involution J in
Punktepaaren der Involution harmonischer Pole in Bezug
auf K* Also schneidet diese Tangente auch alle iibrigen
Paare der Involution J in Paaren der Involution harmo-
nischer Pole d. h. sie berithrt alle iibrigen Kegelschnitte
K: K. Daraus folgt, dass diese Kegelschnitte die nim-
lichen reellen Tangenten besitzen.

Unter den Kegelschnitten K7 K ... heben wir einen
hervor, welcher degenerirt. Wir gelangen zu demselben,
indem wir das gemeinsame Paar — gg, — zwischen der
Involution J und der Imvolution harmonischer Polaren
— J,— um 8 in Bezug auf IK* construiren. Dieses ge-
meinsame Paar-ist stets reell, weil die Involution J ellip-
tisch ist. Zeichnen wir zu ihm den zugehérigen Kegel-
schnitt — K — so bemerken wir, dass er in 2 Punkte
zerfallt. Es sind dies die Punkte G'@,, in denen die
Polare — s — von S in Bezug auf K* die Geraden g,¢
trifft. Nach dem oben Bewiesenen schneiden die reellen
Tangenten, welche wir aus G; G an die Kegelschnitte
K% K, ... ziehen kénnen, die Gerade ¢, in imagindiren
Punkten von K7

Um die Lage dieser Tangenten genauer zu bestim-
men, wenden wir uns eingehender zur Construction eines
der Kegelschnitte K7 K ..., sagen wir von K2 (Fig. 4).
Da sehen wir, dass in den Projectivititen A B... A; B,...
auf z2, dem Punkte S die Schnittpunkte — X X; — von
s mit x 2, entsprechen. Folglich bertthren die Geraden
2z, in den Punkten XX, den Kegelschnitt K7 und s ist
die Polare von S in Bezug auf KZ.
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Nach Voraussetzung ist die Involution J elliptisch.
Tolglich trennen sich die Paare zx:, gg¢:, also auch die
Punkte XX, und G'¢,. Daraus ergibt sich, dass von den
Punkten G & der eine im Innern des Kegelschnittes I
liegt, der andere ausserhalb. Daher gehen nur von einem
dieser Punkte reelle Tangenten an K;. Weil S und s
Pol und Polare von K sind, so werden diese Tangenten
durch den Strahl aus ihrem Schnittpunkte nach S und
durch s harmonisech getrennt.

Wir fassen das Gesagte dahin zusammen:

Eine imaginire Gerade erster Art trifft einen Kegel-
schnitt — K* — in zwei imagindren Punkten. Dey Schnitt-
punkt ihver vecllen Triger liegt in der Polare — s — des
reellen Punltes S der imaginiren Geraden in Bezug auf K°.
Weiter liegt er in einem Strahle des gemeinsamen Paares der
Involution, welche die imagindre Gerade definirt und der
Involution harmonischer Polaren um S in Bezug auf K°.
Die reellen Triger selbst bilden mit jenem Strahle des ge-
meinsamen Paares und wmit s eine harmonische Gruppe.

Ein Gedankengang, welcher dem bis jetzt eingeschla-
genen dual gegentiber steht, zeigt uns die Construction
der Tangenten, weleche aus einem imaginiren Punkte an
einen Kegelschnitt gelegt werden kénnen.

Nehmen wir nun an, der reelle Punkt von ¢, liege
auf K° so sind die Reihen AB.. A; B;... auf # und x
zueinander perspectivisch. Daraus folgt, dass der Kegel-
schnitt K7 in S und das Perspectiveentrum — S, — der
erwihnten Reihen zerfillt. In analoger Weise degeneriren
alle weiteren Kegelschnitte K} ... in S und je einen Punkt
S,... Diese Punkte liegen in einer Geraden und repri-
sentiren eine reelle gemeinsame Tangente aller Kegel-
schnitte K K. ... Sie schneidet somit ¢; in einem Punkte
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von K°. Wir fithren diese Construction auf eine bekannte
‘Construction des Schnittpunktes von g, mit K? zuriick,
indem wir in den zweiten Schnittpunkten von zz y ;...
mit K* die Tangenten zeichnen. Diese treffen sich resp.
in den Punkten S, S, ... einer Geraden, auf welcher der
gesuchte Schnittpunkt liegt. ,

Der duale Gedankengang zeigt uns, wie wir aus einem
imagindren Punkte, der auf einer reellen Tangente von
K* liegt, an letzteren Kegelschnitt die zweite Tangente
construiren.

Zum Schlusse bemerken wir, dass die Gerade, welche
ZU ¢, conjugirt ist, den Kegelschnitt &K* in zwei imagindren
Punkten trifft, die zu den Schnittpunkten von ¢, mit K*
conjugirt sind.

2.

Indem wir die Bezeichnung von 1 beibehalten, neh-
men wir an, dass durch G die reellen Tangenten — ¢ ¢, —
an K gehen (Fig. 4), auf welchen die imaginiren Schaitt-
punkte — P;; P,y — von g; mit K* liegen. TIn letzteren
wollen wir jetzt die Tangenten an K* construiren. Diese
sind imaginiire Gerade erster Art — &4, — welche die
Pole — T, T, — der reellen Geraden ¢ ¢ in Bezug auf
K* zu reellen Punkten haben. Mithin liegen T; T, auf
der Polaren von & in Bezug auf K* d. h. auf der Ge-
raden g. Sie werden durch S und G, harmonisch getrennt,
weil ¢ ¢, mit s und g, eine harmonische Gruppe bildet.
Desgleichen sind die Punkte der Involutionen, welche
Py und P; definiren, durch S und s harmonisch getrennt.
Verbinden wir T, mit den Punkten der Involution von
P,y und T, mit den Punkten der Involution von P,;, so
werden die Geraden nach Punkten, welche auf Linien
durch S liegen, sich in s schneiden. Unter diesen Ge-
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raden bestimmen diejenigen durch T, die Involution, welche
t: definirt, und diejenigen durch T, die Involution, welche
t,; darstellt. Die erwiihnten Schnittpunkte in s bestimmen
somit eine Involution, welche den Schnittpunkt — G; —
von ¢, und %, definirt.

Ein Paar der letzteren Involution ist G G,. Ein
zweites Paar erhalten wir, indem wir die Schnittpunkte
— T, T, — von ¢ und 2z, mit T, verbinden. Diese Ver-
bindungslinien schneiden aus s das gesuchte Paar S, S..
Wir bemerken zu demselben, dass die Polare von T, in
Bezug auf K* durch die Punkte T,, und T, geht. (Fig. 4.)
Folglich ist der Pol von T. S d.h. von 2 im Schuittpunkte
von T, T, mit ¢ d. h. in S, gelegen. T, hat zu Polaren
in Bezug auf K* die Gerade T, T,. Also liegt der Pol
von z; im Schnittpunkte von T, T, mit s d. h. in S,.

In analoger Weise konnen wir zeigen, dass die Pole
je eines Paares der Involution J in Bezug auf K° ein
Paar derjenigen Involution darstellen, welche G; definirt.
Nennen wir G; den Pol von g¢;, so schliessen wir also:

Der Pol einer imaginiiren Geraden erster Art in Be-
zug ouf einen Kegelschnitt K° ist ein tmagindrer Punkt.
Sein reeller Triger ist die Polare des reellen Punktes der
wmaginiren Geraden. v wird durch eine Involution de-
finirt, deren entsprechende Paare die Pole entsprechender
Paare der Involution sind, welche die imagindre Gerade
bestimmt.

Tritt an Stelle von g; die conjugirt imaginire Gerade
g%, so sehen wir aus der Construction des Poles von gi,
dass dieser zu dem Pole von ¢, zugeordnet ist.

Die Schliisse, welche den jetzt gezogenen dual gegen-
itberstehen, lehren uns, wie wir zu einem imagindren Punkte
— Gy — die Polare construiren. Ihr reeller Punkt ist
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der Pol des reellen Trigers von G; in Bezug auf K°*.
Die entsprechenden Paare ihrer Involution sind die Polaren
der entsprechenden Punkte derjenigen Involution, durch
welche G; definirt wird.

Aus dieser Beziehung von Pol und Polare ergeben
sich noch leicht folgende Consequenzen:

1) Zeichnen wir zu g; den Pol G; und sei ¢, die
Gerade, welche G; mit dem reellen Punkte S von g, ver-
bindet, so liegt der Pol Gy, von g, im Schnittpunkte von
g: mit s. Ist P; irgend ein imaginirer Punkt, der auf
¢: sich befindet, so geht die Polare p; von P; durch Gi.
Es besteht also zwischen den imaginiren Geraden darch S
in Bezug auf K* dieselbe involutorische Zuordnung wie
zwischen den reellen Geraden. Wir wollen diese als die
Involution der imagindren harmonischen Polaven wm S in
Bezug auf K* bezeichnen.

Ist die Involution der reellen harmonischen Polaren
wm S elliptisch, so definirt sie die imaginiren Tangenten
durch S an K*. Diese sind imaginire Gerade durch S,
welche ihre Pole enthalten.

Wir konnen sie daher als die Doppelstrahlen der
Involution imagindrer harmonischer Polaren um S be-
trachten. Letztere Involution hat keine Doppelstrahlen,
wenn die Involution der reellen harmonischen Polaren um
S hyperbolisch ist.

Das duale gilt fir die Involution harmonischer Pole
auf einer reellen Geraden. Die Involution besteht aus einer
Involution reeller Punkte und aus einer Involution ima-
gindrer Punkte. Létztere hat Doppelpunkte, wenn erstere
keine besitzt.

2) Sei X; ein imaginirer Punkt auf z. Seine Polare
in Bezug anf KX* ist eine imaginire Gerade — xz — deren
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reeller Punkt — S, — der Pol von z in Bezug aunf K*
ist. Zum imaginiren Punkte Y; auf y gehore als Polare
die imaginire Gerade gy; mit dem reellen Punkte S,.
Construiren wir die Verbindungslinie X;Y; — sagen wir
z; — so ist ihr Pol — Z; — im Schnittpunkte von x; mit
gelegen. Der reelle Triger =z von 7, ist der Pol des
reellen Tragers — S, — von z. Wir bemerken nun, dass
die Dreiecke zyz und S, 8,8, in Bezug auf K* zu einander
reciprok liegen. Also sind sie zu einander perspectivisch.

3) Die Punkte einer imagindiren Geraden haben in
Bezug auf K* Polaren, welche durch einen imagindren
Punkt — den Pol der imaginiren Geraden — gehen.
Schneiden sich die reellen Triger der imaginiren Punkte
in einem Punkte, so liegen die reellen Punkte der Polaren
auf einer Geraden u. s. f.

Zum Schlusse erwihnen wir, dass die durchgefiirten
Ueberlegungen allgemeiner erscheinen, wenn wir an Stelle
von K*® die reciproken in einander liegenden Ebenen
setzen, deren Abhingigkeit durch K* geleitet wird. Dann
ist durch Vorstehendes die Correspondenz imaginirer Ele-
mente in solchen Ebenen erledigt.

Der Kegel zweiten Grades mit imagindirer Spitze.

1.

L: sei ein reeller Kegelschnitt in der Ebene L. G
sei ein imagindrer Punkt auf der reellen Geraden ¢. Der-
selbe werde durch eine elliptische Involution — J, — und
einen bestimmten Sinn gegeben. Die Geraden, welche
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durch C; und die Punkte von L} gehen, fassen wir als Er-
zeugende eines Kegels — K% — auf.

Legen wir durch ¢ ein Ebenenbiischel, so schneidet
dieses die Ebene L, in einem Strahlenbiischel, dessen
Scheitel — C, — im Schnitte von ¢ mit I, gelegen ist.

Wir nehmen nun zuerst an, dass von C; aus reelle
Tangenten an den Kegelschnitt L} gehen.

Dann gibt es Gerade — g, — durch C,, welche L}
in imagindren Punkten treffen. Ihre Verbindungslinien
mit C; liegen in den durch ¢ gehenden Ebenen, sind also
imagindre Gerade erster Art. Wir konnen beweisen, dass
ihre reellen Punkte auf einem Kegelschnitt — L; — liegen.

Zu diesem Zwecke bestimmen wir in der Involution
J. zu G, den correspondirenden Punkt C, und ein
Punktepaar — X, X, — welches mit C,C, eine harmonische
Gruppe bildet. Dann zeichnen wir auf den Geraden ¢,
die Punkte C,, welche C; in den Involutionen harmonischer
Pole in Bezug auf L] entsprechen. Diese Punkte liegen in
der Polaren p von C,. Weiter bestimmen wir in den er-
wihnten Involutionen die Punktepaare P, P,, welche mit
C; und G, harmonische Gruppen bilden. Bekanntlich ist
der Ort dieser Punkte ein Kegelschnitt — L3, — welcher
zu dem Kegelschnitt Li in Bezug auf C, conjugirt ist.*)

Wenden wir uns jetzt zu den in einer Geraden g,
liegenden Punktepaaren C, C,, X, X,, so bestimmmen diese
eine Involution, welche zwei conjugirt imagindre Punkte
— R Rii— von L7 definirt. Von diesen Punkten sei R,;
dadurch festgesetzt, dass die drei Geraden C,C,, X, P,
und X, P, sich in dem reellen Punkte — R, — der Ge-

*) Vergl. Wiener: Lehrbuch der darstellenden Geometrie.
Leipzig 1884. I. Bd,, p. 815.
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raden C; Ri; schneiden. Dann mitssen sich C,C,, X, P,
und X, P, in dem reellen Punkte — R; — von C; Rl
treffen. Indem wir auf diese Weise zu allen Geraden
durch G; und die reellen Punkte von L7 die reellen Punkte
R, bestimmen, bemerken wir, dass letztere anf Geraden
durch C, in der Ebene C,, — sagen wir L, — liegen.
Ferner befinden sich diese Punkte R, auf Kegeln, welche
wir aus X; und X, tber der Leitcurve L? errichten kon-
nen. Darauns folgt, dass sich diese Kegel — ausser in
Li — noch in einem Kegelschnitt L3 durchdringen. FEr
ist der Ort der Punkte R, und liegt in L,. Er trifft L}
in den Schnittpunkten dieses Kegelschnittes mit p und der
Pol dieser Linie ist C,. Daraus folgt, dass C, ausserhalb
L3 liegt, wenn C, sich ausserhalb L7 befindet. Es gehen
daher in diesem Falle durch C, in der Ebene I, reelle
Gerade — g,— welche den Kegelschnitt L2 in imagindren
Punkten — R.; Ry — schneiden. Verbinden wir diese
Punkte mit C;, so erhalten wir imaginire Gerade erster
Avt. Wir zeigen, dass ihre reellen Punkte in L7 liegen,
d. h. dass diese Gerade Erzeugende des Kegels K7 sind.

Um diesen Beweis zu fuhren, construiren wir — wie
oben — in ¢ die Gruppe (C, C, X; X;) = — 1. Dam
zeichnen wir auf den Geraden ¢, in den Involutionen
harmonischer Pole in Bezng auf L; die Punkte C,, welche
C, correspondiren und die Punkte P, P,, welche mit C,
und dem resp. C, eine harmonische Gruppe bilden. Nun
liegen die Punkte C, auf p, die Punkte P, P, anf dem zn
L3 in Bezug auf C, conjugirten Kegelschnitt Li.. Also
sind die reellen Punkte der Geraden C; R, in der Ebene
Ly und in den Kegeln gelegen, welche L3, aus X, und X,
projiciren. TFolglich durchdringen sich letztere Kegel —
ausser in L}, — noch in einem Kegelschnitt, der in I,
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liegt. Dieser ist die Projection von Li, aus einem der
Punkte X, X, auf I,. Oben haben wir gesehen, dass
2. die Projection von Lj, aus einem der Punkte XX,

auf L, war. Mithin muss der gesuchte Kegelschnitt in
in L, zu L}, in Bezug auf C, conjugirt sein, d.h. mit
Li zusammenfallen.

Das jetzt Bewiesene konnen wir auch so ausdriicken:
In jeder Ebene durch ¢, welche Lj in zwel imagindren
Punkten schneidet, liegen zwei reelle Punkte von Li. Weil
aber Lj die Projection des zu LI conjugirten Kegel-
schnittes L7. aus einem Punkte von ¢ ist, so folgt, dass
alle Ebenen, welche L reell schneiden, den Kegelschnitt
L3 imaginir treffen. Indem wir von letzteren ausgehen,
erhalten wir daher auf die angegebene Weise sdmmtliche
reelle Punkte von L. Wir konnen also die bewiesene
Abhangigkeit der Punkte R,; R, umkehren und sagen:
Die Erzeugenden des Kegels K7, deren reelle Punkte in
L3 liegen, schneidéen L, in imaginiren Punkten von L3,
welche paarweise auf Geraden durch C, sich befinden.

Auf den Geraden ¢, wird durch die Involutionen har-
monischer Pole in Bezug auf Li ein Polarsystem bestimmt,
welches L3 zur Leitcurve hat. Auf den Geraden g, be-
stimmen die Involutionen harmonischer Pole in Bezug auf
L3 ein Polarsystem, dessen Leitcurve dieser Kegelschnitt
ist.  Wir haben gezeigt, dass in dem Falle, in welchem
C, in Bezug auf L} ein hyperbolischer Punkt ist, diese
Involutionen die resp. Projectionen der Curven LjiLj aus
G auf L, L, sind. Also miwssen auch die erwihnten Polar-
systeme gegenseitige Projectionen aus C; sein.

Wir wenden uns zweitens zu der Annahme, dass C,
im Inneren des reellen Kegelschnittes Lj liege.

Dann schneidet jede Gerade durch G, diesen Kegel-
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schnitt in zwei reellen Punkten. Durch sie und G legen
wir die Erzeugenden des Kegels Ki und schneiden diese
mit einer Ebene IL,, welche durch C, und die Polare p
von G, in Bezug auf L} geht.

Ist also R, R; ein Punktepaar von L7, welches auf
einer Geraden ¢, durch C, liegt, so wird dieses durch C,
und den Schnittpunkt — G, — von @, mit p harmonisch
getrennt. Indem wir nun die Geraden R, C; und R; G
construiren, haben wir die Punkte R, R; mit den Punkten
C, G, X, X, zu verbinden. Weil letztere und die Punkte
C: C, R, R} harmonische Gruppen bilden, so miissen sich
R X;, R/ X, in einem Punkte Y, von C,C, — sagen wir
von g, — schneiden. Und R, X,, R X, treffen sich in
einem Punkte Y, von g,. Y; Y, bilden mit C, und C, eine
harmonische Gruppe und diese Punkte sind resp. Paare
der Involutionen, welche die Schnittpunkte — Ry Ry —
von C; R, und C;R; mit L, definiren. Folglich sind diese
Schnittpunkte zu einander conjugirt imaginir.

Indem wir die dargestellte Construction in allen
Ebenen, welche durch ¢ gehen, durchfithren, erhalten wir
auf jeder reellen Geraden g, durch C, in L, zwei conju-
girt imaginidre Punkte.

Die Paare Y; Y, der Involutionen, welche diese Punkte
darstellen, liegen in den {projicirenden Kegeln aus X, und
X, iber L:. Folglich durchdringen sich diese Kegel —
ausser in L — in einem in L, gelegenen Kegelschnitt
Li,. Seine Punkte werden durch C, und p harmonisch
getrennt. Also sind sie mit G, und C, Paare von Involu-
tionen, welche imaginire Doppelpunkte eines Polarsystems
definiren. Dieses hat zur Leitcurve einen Kegelschnitt
— L} — welcher zu L}, in Bezug auf C, conjugirt ist
und welcher imaginir sein muss.
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Wir sehen aus dem Bewiesenen, dass auch in dem
Falle, in welchem C, in Bezug auf LI elliptisch ist, die
Projectionen der reellen Punkte von LI aus C; auf L,
imaginire Punkte sind, welche ein Polarsystem bestimmen
und wir schliessen — wie oben — dass dieses Polarsystem
die Projection des durch L7 geleiteten aus C; ist.

In analoger Weise lasst sich darthun, dass ein Polar-
system, welches den imaginiren Kegelschnitt L§ zur Leit-
curve hat, aus C; auf I, als ein Polarsystem projicirt
wird, dessen Leitcurve Lj ist. Anstatt nun — wie dies
oben geschehen ist — aus L} den imaginiren Kegelschnitt
L3} abzuleiten, konnen wir von einem imaginaren Kegel-
schnitt L3 ausgehen. Dann ergibt uns der zuletzt ange-
deutete Beweis, dass die Projection dieses Kegelschnittes
aus C; ein reeller Kegelschnitt L ist. Wir sehen also,
dass in allen besprochenen Fillen die Kegelschnitte L] L3
— wir wollen sie Leitcurven von K7 nennen — in Bezug
auf K} die nimliche Bedeutung haben, welche wir dahin
pricisiren konnen:

Hat ein Kegel eine imaginiire Spitze und eine reclle
Curve zweiter Ovdnung zur Leitcurve, so besitzt derselbe
eine zwette reelle Leitcuwve zweiler Ordnung, wenn der
reelle Triger der Spitze die IKbene der ersten Leilcurve
i einem Punkte schneidet, welcher in Bezug auf diese
hyperbolisch ist. Wird dieser Punkt elliptisch, so hat der
Kegel eine zweite wmaginive Lettcurve zwetter Ordnung.
Jede Erzeugende des Kegels schneidet die Ebenen beider
Leitcurven in Doppelpuniiten der Polarsysteme, welche durch
diese Leitcurven bestimmt werden.

Der Kirze halber wollen wir den Kegel mit imagi-
narer Spitze, dessen beide Leitcurven reell sind, einen
hyperbolisch imagindren Kegel nennen. Der Kegel K7,
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fitr welchen eine Leitcurve reell und eine imaginér ist,
sei als elliptisch imaginirer Kegel bezeichnet. Als Grenz-
fall dieser beiden Kegel konnen wir den parabolisch ima-
gindiren Kegel betrachten. Bei ihm schneidet der reelle
Trager — ¢ — der Spitze eine Leitcurve. Im Schnitt-
punkte wird diese von der Ebene der anderen Leitcurve
bertihrt, welche in die doppelt zu zihlende Gerade c
zerfillt.
2.

Gegeben sei eine reelle Gerade g, welche zu ¢ wind-
schief ist. Wir suchen ihre Schnittpunkte mit dem Kegel
K. Zu diesem Zwecke legen wir durch ¢ und die Spitze
G von K} eine Ebene. Sie schneidet die Ebene einer
Leiteurve — sagen wir I, — in einer imagindren Ge-
raden erster Art — g¢,;. Fine solche trifft den Kegel-
schnitt L} im Allgemeinen in zwei nicht zu einander con-
jugirten imagindren Punkten.®) Indem wir jeden der-
selben mit C; verbinden, erhalten wir zwel imaginire
Gerade erster Art, welche Erzeugende des Kegels K7 sind
und g in den gesuchten Punkten schneiden. Aus ihrer
Construction folgt, dass sie nicht zu einander conjugirt
imaginir sind.

Schneidet ¢ die Gerade ¢, so trifft die Ebene gc eine
der Leitcurven von K; in zwei reellen Punkten. Ihre
Projectionen aus C; auf ¢ sind zwei nicht conjugirte ima-
gindre Punkte von K;. Wir konnen also das Bewiesene
dahin zusammenfassen:

Eine reelle Gerade schneidet im Allgemeinen K7 in
z2wei nicht conjugirten imagindren Punkten.

*) Vgl. Ueber die Schnittpunkte einér imagindiren Geraden
erster Art mit einem Kegelschnitt. Nr. L.
XXXI. 1. 4
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Bine erste Ausnahme von dieser Regel machen —
wie wir unter 1 gezeigt — die Geraden in L, und L.
Sie schneiden K entweder in reellen oder conjugirt ima-
gindren Punkten oder sie bertthren K reell

Eine zweite Ausnahme bilden die Geraden, welche
eine der beiden Leitcurven — sagen wir L] in S, — reell
schneiden. Sind diese Geraden zu g windschief, so ist
S; der reelle Punkt von ¢,,. Letztere Gerade trifft L3

in einem zweiten — inagindren — TPunkte. Projiciren
wir diesen aus C; auf ¢, so erhalten wir den zweiten —
imagindren — Schnittpunkt von ¢ mit K. Schneiden

wir dann die Ebene I, mit der Ebene, welche durch g
und C; geht, so ist die Schnittlinie eine imaginire Ge-
rade g,;, deren einer Schnittpunkt mit dem Kegelschnitt
L% auf der Geraden S, G, liegen muss. Daraus folgt, dass
dieser Schnittpunkt ein imaginirer Punkt auf einer Geraden
dureh G, ist. Indem wir das Analoge fiir eine zu ¢ windschiefe
Gerade nachweisen, welche L3 reell schneidet, sagen wir:

Jede imagindre Ebene durch C;, deren veeller Triger
die eine der zwei Leitcurven von K reell schneidet, trifft
die andere in einem imagindren Punkte, dessen reeller
Triger die Gerade c schneidet.

Trifft g eine Leitcurve und ¢ reell, so schneidet die
Ebene durch ¢ und ¢ die andere Leitcurve imaginir.

Als dritte Ausnahme heben wir die reellen Geraden
hervor, welche Li und L; — sagen wir in S, und S, —
reell schneiden. Die Ebene durch eine solche Gerade
und G; trifft 7, und L, in imaginéiren Geraden, deren
reelle Punkte S, S, sind. Die resp. zweiten Schnittpunkte
dieser Geraden mit L} und L} liegen auf Geraden durch
C, resp. Gy, weil diese Schnittpunkte die Projectionen von
S, resp. Sy aus G sind. Wir schliessen also:
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Jede imagindre Ebene durch C;, deren reeller Triiger
die Verbindungslinie eines reellen Punltes einer Leitcurve
mit einem recllen Punkte der anderen Leitcurve ist, schneidet
diese Leitcurven in imagindren Punkten, deren reelle Thi-
ger ¢ treffen. .

Unter den jetzt hervorgehobenen Geraden sind die-
jenigen ausgezeichnet, welche durch die eventuell reellen
zwei Schnittpunkte von L3 und L gehen. Sind diese Ge-
raden zu ¢ windschief, so treffen sie K; — ausser in
einem jener Schnittpunkte — mnoch in einem imaginiren
Punkte. Sind sie aber nicht zu ¢ windschief, so berthren
sie K7 reell. ‘

Zu einer vierten Ausnahme werden wir geftihrt, wenn
wir die Tangentialebenen von K: betrachten.

Sei Py; ein imaginirer Punkt von L3, so geht durch
ihn eine imaginiare Tangente ¢, an diesen Kegelschnitt.
Die Ebene durch sie und C; bezeichnen wir als Tangential-
ebene der Erzeugenden Py; G von K7. Der reelie Tritger
— ¢t — dieser Tangentialebene wird von P;; C; in einem
imagindren Punkte geschnitten. Wir sagen ¢ beriihre in
diesem Punkte den Iegel K7 und nennen ¢ eine Tangente
von K;. Unter Beniitzung dieser Bezeichnungsweise schlies-
sen wir also:

Die reellen Triiger der Tangenlialebenen an K sind
wm Allgemeinen reclle Tangenten von K mil imagindiren
Beriihrungspunkten.

Zur Construction dieser reellen Triger sei Folgendes
bemerkt: Der reelle Punkt der Tangente ¢, ist der Pol
P, des reellen Trigers von Py, in Bezug auf L. Schneide
C; P;; die Ebene L, in P,;, und sei &; die Tangente in
diesem Punkte an LZ, so liegt ihr reeller Punkt im Pole
P, des reellen Trigers von P,. Mithin ist die Verbin-
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dungslinie der Punkte P, P, zugleich die reelle Gerade ¢
der Tangentialebene langs Pi; Ps;.

Wir sehen, dass auf diese Weise jeder Erzeugenden
des Kegels K7 eine reelle Gerade correspondirt, welche
Trager der Tangentialebene lings jener Erzeugenden ist.
Ist die Erzeugende eine imaginire Gerade erster Art, so
liegt — wie wir unter 1 gezeigt — ihr reeller Punkt auf
einer der Leitcurven. Construiren wir in ihm an diese
die Tangente, so ist sie reeller Triger der Tangential-
ebene jener Erzeugenden. In der angedeuteten Correspon-
denz sind also die Erzeugenden von K7, welche imaginire
Gerade erster Art sind, dadurch ausgezeichnet, dass ihnen
die reellen Tangenten der Leitcurven entsprechen. Weiter
erwihnen wir die Erzeugenden von K7, welche durch die
Schnittpunkte von LI und L} gehen. Sind letztere ima-
ginir, so werden jene Erzeugenden imaginire Gerade
zweiter Art sein. Die Tangentialebenen, welche liangs
dieser Erzeugenden K7 berithren, gehen durch ¢ und diese
Gerade correspondirt beiden Krzeugenden.

Schneiden sich L} und LI in reellen Punkten, so
gehen durch diese und C; imaginire Gerade erster Art,
deren Ebenen langs jener Geraden K7 bertthren. Jede
Gerade einer solchen Ebene kann somit als reelle Tan-
gente von K; betrachtet werden.

Damit haben wir alle reellen Tangenten von K; her-
vorgehoben. Gemeinsam ist ihnen, dass sie K} reell oder
imaginir berithren und in diesem Sinne bilden sie eine
Aunsnahme von der oben gegebenen Regel.

3.

Wir wenden uns nun einer Aufgabe zu, welche der
jetzt erdrterten dual gegeniibersteht.

|
i
i
i
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Gegeben sei ein reeller Punkt P. Wir suchen die
Tangentialebenen, welche durch ihn an K; gehen. Zu
diesem Zwecke ziehen wir C; P. Diese Gerade schneidet die
Ebenen der Leitcurven in zwei imaginiren Punkten. Durch
jeden derselben gehen zwei imagindre Tangenten an die
Leitecurve. Die Bertthrungspuunkte dieser Tangenten liegen
auf Geraden durch G d. h. auf Erzeugenden von K:.
Léngs dieser wird K} von Tangentialebenen berithrt,
welche durch P gehen. Ihre reellen Trager schneiden
sich in P und wir sagen daher:

Dugrch jeden reellen Punkt des Rawmes gehen im
Allgemeinen zwei Tangentialebenen und zwei reelle Tan-
genten an K;.

Zur Construction dieser reellen Tangenten bemerken
wir Folgendes: Die reellen Punkte der Tangenten, welche
wir aus einem imaginidren Punkte an einen Kegelschnitt
ziehen konnen, befinden sich in einer Geraden, welche
durch den Pol des reellen Tréigers von jenem imaginiren
Punkte geht.

In unserem Falle ist dieser imaginire Punkt entweder
der Schnittpunkt — P;; — von G P mit L, oder der
Schoittpunkt — P,y — von C; P mit L,. PPy sind ima-
gindre Punkte auf Geraden — g, ¢, — durch C, C,. Beide
Geraden haben in Bezug auf Li resp. L; den némlichen
Punkt — Po, — auf p zum Pole. Ob nun die zwei Leit-
curven von K? reell sind oder ob eine reell, die andere
imagindr ist, stets muss Pe, in Bezug auf eine dieser
Leitcurven — natiirlich in Bezug auf eine reelle — ein
hyperbolischer Punkt sein. Wir nehmen an Pg, sei in
Bezug auf L} hyperbolisch. Daun gehen durch P,; zwei
Tangenten — ¢, ¢;;— an L3}, deren reelle Punkte — T, T —
auf einer Geraden durch Py, liegen.
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Diese ist ein Strahl des gemeinsamen Paares —gg" —
der Involution harmonischer Polaren um Py, in Bezug auf
1 und derjenigen Involution, welche P,; aus Py, projicirt.
Umn zu entscheiden, auf welcher der zwei Geraden g g
die Punkte T, T liegen miissen, bemerken wir, dass letz-
tere in Bezug auf L7 elliptische Punkte sind. Py, ist aber
in Bezug auf L7 hyperbolisch. Also muss die durch Pg,
gehende Gerade T,T; den Kegelschnitt L reell schnei-
den. Unter den Geraden g ¢" ist aber stets eine und
nur eine, welche Lj reell schneidet, weil gg" ein Paar
der Involution harmonischer Polaren wm einen hyper-
bolischen Punkt ist. Wir nehmen nun an, dass T, T:
auf ¢ liegen, und erwahnen noch, dass diese Punkte
durch Po, und den Schnittpunkt — G — von ¢ mit g,
harmonisch getrennt werden. Daraus folgt, dass die reellen
Tangenten — ¢¢° — durch P mit den Geraden nach Py,
und G eine harmonische Gruppe bilden.

Diese Construction von ¢ ¢* vereinfacht sich, wenn
der reelle Punkt in einer Leitcurvenebene liegt. Ist er
ein Punkt einer Leitcurve, so reprisentirt seine Tangente
zwei zusammenfallende reelle Tangenten an K.

Sei P, in I, gelegen und in Bezug auf L.} hyperboliseh,
so gehen durch ihn zwei reelle Tangenten — ¢, ¢7 — an

i, welche zugleich die reellen Tangenten durch P; an
K7 sind. Schneiden wir die Ebene L, mit P, C;, so gehen
durch den Schnittpunkt — P, — zwei imagindre Tan-
genten an L. Ihre reellen Punkte miissen in den reellen
Tragern der Tangentialebenen liegen, welche durch P, an
K7 gehen, d.h.in den Punkten, welche ¢, ¢ aus p schnei-
den. Indem wir eine analoge Schlussweise fir die hyper-
bolischen Punkte von L, durchfithren, ergibt sich:

Projiciren wir die reellen hyperbolischen Punlite der
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einen Lettcurvenebene aus C; auf die andere, so erhalten
wir imagindre Punkte, deren Tangenten an die resp. Leit-
curve die Gerade p reell schneiden.

Sei P, in Bezug auf LI ein elliptischer Punkt, so
schneiden wir die Ebene I, mit der Geraden P, C;.

Der Schnittpunkt P,; liegt auf einer Geraden g, durch
C,. Aus ihm construiren wir zwei imaginire Tangenten
an L3. TIhre reellen Punkte T, T; liegen auf einer Ge-
raden durch den in p befindlichen Pol — Pg, — von g,. Diese
Gerade ist entweder p oder Py, C;, da diese Linien an Stelle
von g g° der allgemeinen Construction treten. Wirden
die Punkte T, T3 in p liegen, so gingen durch sie und P,
reelle Tangenten an Li. Dieses widerspricht der Annahme,
dass P, in Bezug auf L7} ein elliptischer Punkt ist. Folg-
lich miuissen die Punkte T, T; auf der Geraden P, C,
liegen. Wir erwihnen noch, dass (P, C. T, T3) = — 1.

Zu einem analogen- Resultate gelangen wir, indem
wir von einem Punkte von I, ausgehen, der in Bezug
auf L3 elliptisch ist. Wir schliessen daher:

Durch jeden reellen Punkt der Ebenen Ly Ls, welcher
in Bezug awf LT resp. L} elliptisch ist, gehen zwei reelle
Tangenten an K, welche mit C, resp. G, in einer Hlbene
liegen.  Sie bilden mit den resp. Geraden nach C, und G,
und nach dem Schnittpunkle ihrer Fbene mil p eine har-
montsche Gruppe.

Sei nun in einer der Leitcurvenebenen — etwa in
L, — eine Gerade g gegeben, welche L7 reell schneidet
und p in einem Punkte — Po, — trifft, der in Bezug auf
L7 hyperbolisch ist, Wir fragen nach den reellen Tan-
genten von K7, welche in den Ebenen durch g liegen.
Zur Beantwortung dieser Frage construiren wir zu Py, die
Polare g, in Bezug auf L. Weiter zeichnen wir zu g den
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correspondirenden Strahl ¢* in der Involution harmonischer
Polaren um Po,. G G” seien die Schnittpunkte von g ¢" mit
¢:- Indem wir aus diesen die Paare der Involution J, pro-
jiciren, erhalten wir zwei zu einander projective Biischel,
welche einen Kegelschnitt — &, — erzeugen. Jeder Punkt
— P — dieses Kegelschnittes projicirt ein Paar der Involu-
tion J, in die Punkte G G". Construiren wir jetzt in der oben
besprochenen Weise aus einem solchen Punkte P die Tan-
genten an K7, so liegen diese in einer durch g gehenden
Ebene. K, enthilt den Punkt P. Also wird jede Ebene
durch g aus K einen reellen Punkt schneiden und somit
zwei reelle Tangenten von K7 enthalten.

Liegt ¢ in L., so konnen wir eine analoge Schluss-
weise durchfithren und sagen daher:

In jeder rellen IKbene, welche eine Leitcurve reell
schneidet und p in einem Punkte trift, der in Bezug auf
diese Leitcurve hyperbolisch ist, liegen zwei veelle Tan-
genlen an K7 und: Die reellen Tangenten von K7, welche
die niimliche Gerade einer Leitcurvencbene treffen, schnei-
den sich paarweise in Punliten eines Kegelschwittes.

Ausgeschlossen von den vorstehenden Ueberlegungen
sind die reellen Tangenten an K? welche im Falle des
hyperbolisch-imaginiren Kegels in den Tangentialebenen
durch ¢ liegen.

Geben wir eine imaginaren Gerade erster Art — g, —
so konnen wir ihre Schnittpunkte mit &7 zeichnen, indem
wir durch g; und G; eine Ebene legen. Diese trifit jede
der Leitcurven in zwel imaginiren Punkten, welche auf
zweil Erzeugenden des Kegels liegen und ¢, in den ge-
suchten Schnittpunkten treffen. Die Construction, welche
dieser dual gegeniibersteht, fihrt zu den zwei Tangential-
ebenen, welche aus einem imaginiren Punkte an K7 gehen.
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Indem wir noch,darauf hindeuten, dass sich im Falle
des parabolisch-imaginiren Kegels leicht zu erkennende
Specialisirungen des Bewiesenen ergeben, besprechen wir
zum Schiusse die Schuitte einer reellen Kbene K mit I,

Wir wollen dieselben — im Gegensatze zu den ima-
giniren Kegelschnitten, welche Leitcurven eines Polar-
systemes sind — als imagindre Kegelschnitte erster Art™)
bezeichnen. Wir gruppiren sie nach folgenden Gesichts-
punkten: :

a) K3 sei ein hyperbolisch-imaginiirer Kegel.

1. Die Schnitteurve — C7 — mit der Kbene % hat
vier reelle Punkte. Dann hat sie auch vier reelle Tan-
genten mit imagindren Berithrungspunkten. Zwei dieser
Tangenten sind die Schnittlinien von % mit den Tangential-
ebenen durch c¢. Zwel weitere miissen existiren, weil &
die Leitcurven reell schneidet und p in einem Punkte
trifft, der in Bezug auf eine der Leiteurven hyperbolisch ist.

2. C? hat zwei reelle und zwei conjugirt imaginfre
Punkte. Die Curve hat wenigstens zwei reelle Tangenten
mit imaginéren Berithrungspunkten, kann aber auch vier
haben.**)

#) Diese Kegelschnitte stehen auf derselben Stufe wie die in
meiner Abhandlung iiber imaginire ebene Dreiecke behandelten
imagindren Dreiecke erster Art. In gleicher Weise wie wir die-
selben dort durch Imaginirprojection aus einem reellen Dreieck
ableiteten, so konnen wir die imaginidren Kegelschnitte erster Art
aus einem reellen — etwa durch die Imaginirprojection (Cs o)
oder (Ct4) — ableiten. Diese Behandlung fithrt zu speciellen
Kegelschnittbiischeln, welche derartige imaginire Kegelschnitte
erster Art definiren.

#¥) Der Fall, dass F aus K einen Kegelschnitt schneide,
welcher zwei Paare von conjugirt imaginiiren Punkten hat, ist nicht
moglich. Denn F muss p in einem Punkte treffen, der in Bezug
auf eine Leitcurve elliptisch und in Bezug auf die andere hyper-
Dboliseh ist. Also muss ¥ die erste Leitcurve immer reell schneiden.
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b) K sei ein elliptisch-imagindrer Kegel.

1. Die Schnittfigur hat zwei reelle und zwei con-
jugirt imagindre Punkte. Sie hat dann stets zwei reelle
Tangenten mit imagindren Berithrungspunkten. Denn £
kann einzig die Leiteurve reell treffen, in Bezug auf welche
p nur hyperbolische Punkte enthéilt.

2. C} hat zwei Paare von conjugirt imagindren Punk-
ten. Die Curve kann keine reellen Tangenten besitzen.

¢) K} sei ein parabolisch-imaginirer Kegel.

1. C? hat einen reellen Punkt mit einer reellen Tan-
gente und zwel weitere reelle Punkte. Dann muss C%
zwei reelle Tangenten mit imaginiren Berithrungspunkten
besitzen.

2. C7 hat einen reellen Punkt mit einer reelien Tan-
gente und zwei conjugirt imaginire Punkte. Die Curve
hat keine weiteren reellen Tangenten.

Specialisirungen dieser allgemmeinen Formen treten
auf, wenn X eine ausgezeichnete Lage hat.

E kann z B. durch einen reellen Schnittpunkt bei-
der Leitcurven oder durch eine reelle Tangente beider
Leitcurven gehen. In beiden Fallen hat C; eine reelle
Tangente mit einem reellen Berithrungspunkte.

Oder % geht durch p. Dann hat im Falle des hyper-
bolisch-imaginiren Kegels C7 zwei reelle Tangenten mit
reellen Bertihrungspunkten u. dgl. m.
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