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1.

Riemann hat als Student-den,Versuch einer allgemeinen Auf-
fassung der Integration und Differentiation® gemacht, indem er den
Begriff des Differentialquotienten #te* Ordnung auf den Fall ibertriigt,
wo an Stelle *der natiirlichen Ordnungszahl » cine beliebige reelle
Zahl tritt. Diese Arbeit ist als Nr. XIX in den Gesammelten Werken
abgedruckt mit dem Bemelken des Herausgebers, dass Rlemann ohne
-~ Zweifel nicht an ihre Veroffenthchunﬂ dachte, dle Betrachtung sich
auch auf. Glundlagen stiitze, deren Haltbar keit er in spateren -Jahren
nicht mehr anerkannt haben wiirde. Trotzdem ist zu sagen, dass
die Riemann’sche Begnﬂ“serwelterung, wenn man sie nur in haltbarer
Weise formuliert — und dies ist moglich —, voéllig naturgemiss, ja
" die einzig naturgemisse ist und ihr eine keineswegs bloss formale
Bedeutung zukommt. Dies scheint mir die folgende kurze Uber-
legung zu zeigen, die ich angestellt habe, um mdglichst einfach einen
von amir .z anderen-Zwecken benotwten Sa,tz fiber trlgonometnsche
Reihen zu beweisen. -

Ist f(x) eine far o =0 definierte stetige I“unktlon, 80 bllden wir,
indem wir den Prozess der Integrationiterieren, der Reihenach (fiir 2 >.0)

fi(x) = (ff(m)d% fo () = (!Ifl (9‘7) CZ{/L‘, fa(x) - ffzdka%w-
und .schreiben -ausfithrlicher:

Jo (@) = J"[ (@);

J ist das Symbol fur den Integratlonsprozess Es ist, wie bekannt
und leicht zu sehen,

Y@=t [ @ ©d =012
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Daher definieren wir allgemeiner, wenn . eine beliebige ieelle Zahl
= 0.1st, als die.dureh - ,e=malige Integration“ aus f-entstehende Funktion

TI@= g o=@

: Dle Funktlonaloperatlon J% hat folgende Dlﬂenschaften

I Pire=1,2, 3 . stimmt sie mit dem ursplunﬂfhchen Beouﬁ
der 1,2,8,. —mahgen Integlatmn uberem

II S1e 1st hnear

J (e, fi1 4 fo) = CxJ “fi '4“02'] Ja
( f,, f2 beheb1ge ste’mge Funktlonen, cl, Gy belleblge Konstante)

L. J*J f ist —J“ﬁf
Die Beziehung = o
M e@=Y®

driicken wir auch umgekehrt mit Benutzung des Differentiations-
symbols. D durch ;
e fla) = Do (x)

aus und sagen, falls zu der gegebenen Funktion ¢ eine solche stetige
Funktion / gehort, sie sei der ate Differentialquotient von ¢, und ¢
sei a-mal stetig differentiierbar. Es liegt nahe, mit Riemann zu
sotzen: J/ = D'f = f und allgemein J % = D% wodurch sowohl
die Definition der Operation J* wie D* auf negative Exponenten o
und 0 ausgedehnt wird. Es ist dann aber ‘daran festzuhalten, dass
der Prozess J* mit negativem Exponenten nicht (wie der mit posi-
tivem) auf jede stetige Funktion anwendbar ist.
Die Ermittlung von f = D%¢ (in den Txponenten - Grenzeén
0 <a<1) durch Aufldsung von (*) ist nichts anderes als ein be-
kanntes von Abel behandeltes Problem 1y — historisch das erste
Beispiel einer Integralgleichung. Liouville hat ihre allgemeine Losung
gegeben.?) Sie besteht in unserer Terminologie einfach darin, ¢ einmal
zu differentiieren und dann (1—a)-mal zur uckaumtegnel en. Offenbar
1st aber fiir die a- mahge Differentiierbarkeit (& < 1) von . die Exi-
stenz. und Stetigkeit der Ableitung o' wohl hinreichend, aber nicht
- notwendig. Vielmehr gilt in dieser Hmswht der .

)Abel Ges Welke 1893), p 11 Iy ‘ .
ey Joumal de “1'¢ole Polytechmque, thxex 91 (1832), p. 1; und Liouvillés
Jaurnal, vol.'4 (1839), pi23.° k S R
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Satz 1. Ist f(z) e-mal stetig differentiierbar, so geniigt
Jeiner Lipsehitz’schen Bedingung der Ordnung a:

lf(%)*‘f(%)iécomt"xl — 2 |5

Umgekehrt: ist f/ eine (fiir x = 0 verschwindende) Funktion,
die einer solchen Lipschitz’schen Bedingung geniigt, so
ist Jf (wenn nicht e-mal, so doch) 8-mal stetig differentiierbar,
wenn f3 irgendeinen Exponenten <a bedeutet

In der Giiltigkeit dieses Satzes sehe ich den ersten Beleg dafiir,
dass der Begriff des ater Differentialquotienten eine iiber das Formale
hinausgehende Bedeutung besitzt. : :

Der Beweis fiir den ersten Teil des Satzes 1st rasch. erbracht.
Nach Voraussetzung soll eine stetige Funktion ¢ (oc) existieren, so dass

f@) = ()f(x—ﬁ)“_lw(é) 2.

Ist 2>0 und M eine obere Grenze fir den absoluten Betrag'
von @ im Intervall von 0 bis x -+ %, so finden wir

|f @+ —f t)“"1—~(w——;°'“1}m@>da|
+ mf (ot o ae ]
<M f{ (x+/z~—§)a_1 ( g)”*l}ng;MmeZerlhg)

a,+k ‘
— M {— [ dat fz“‘ldz}—l—M f 2 lde o

3

<2M of %H de =21 -’I;“.

Die Umkehrung soll sogleich in etwas anderer Fassung erledigt"Werderi;
“Der Begriff des Differentialquotienten beliebiger reellér‘Ordnu‘ng*
steht, wie schdn\angekﬁndigt,‘ in enger Beziehung zur Theorie- der
Fourier’schen Reihen. Die vorigen Definitionen leiden aber an dem
Ubelstand, dass in ihnen der Punkt 2 = 0 eine ausgezeichnete Rolle
spielt; fiir die Theorie der periodischen Funktionen werden sie da-

durch ungeeignet und miissen zweckentsprechend modifiziert werden.
Ist f'(z) eine stetige Funktion von der Periode 1, fiir welche der
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Mittelwert f' fdx = (" ist, "so ist das Integral f1 von f w1edelum

periodisch. Damxt aber auch f; ein per10d1sches Integral 1> habe,
miigsen wir die in f; noch zur Verfiigung  stehende additive Kon-

stante so bestimmen, dass f f1 dz = 0 wird; usw. D. h. die oben

zur eindeutigen Festlegung der Integrale fﬂ benutzte - Bestimmung:
f =0 fir x =0 erd Jetzt zu ersetzen sem durch die Forderung

f J,dx=0. In dleser Weise moge von nun ab J"f=f, definiert

sem Fithren wir die Bernoulli’schen Polynome ¥ ein, die smh rekursw
eindeutig aus den I‘orderungen

3 i 1
'(IJQ-—-_I, : 11’;;:11’1;-1: f‘!’nd%'::()
‘ b ;
n=1,2,8,...)

ergeben und verstehen unter @, () dicjenige Funktion mit der Periode 1,
die im Interval 0<<x =<1 gleich dem Polynom ¢, () ist, so gilt nunmehr

L T@ = e—ns@

W, () tritt hier also an Stelle der oben analog verwendeten Funktion
a1
(n-=1)1
ein,erselts, der Tuler’schen Summenformel ;andewelts zur Geltung -

kommt. Verstehen wir unter ¢, die komplexen Fourierkoeffizienten von f

:—~j1'e‘2"?”f7f(x) de (v; 1),

Es dst derselbe Unterscl;ued der in der Taylor’schen Reihe

80 smd die komplexen I‘oumerkoefﬁzmnten von J" i glelch o P die
9 4
von q‘}L aber emfach‘—— m -
Es fragt sich nuin Wleder, ob wir-unsern Jetzlgen Inteoralbegrﬂf
J"f von ganzzahligen Exponenten n in solcher Weise auf beliebige
" positive Exponenten ausdehnen konnen, dass die oben an die Opera-
tion J” gestellten Forderungen L—ITI. erfiillt sind. Man sieht, dass
dieses ohne weiteres moglich ist: man hat unter J*f nur diejenige
Funktion ‘der Periode 1 zu verstehen, delen komplexe Fourierkoeffi-
zienten c() durch.«

v v

eP=0; P, -e—%(‘zm’)—a Sz

gegeben sind. Nur konnte es noch zweifelhaft erscheinen, ob eine
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solche Fuanktion immer existiert. Dies ist aber in der Tat der Fall.
Verstehen wir nimlich unter % " (@) diejenige Funktlon von der
Pemode 1 deren komplexe Fourlelkoefﬁzwnten

=g #2““(27511)
sind, so ist offenbar '

J f(w) f’f’ (%—é)f(é‘)d%

. 1st lelcht 7y best1mmen wir besch1 anken uns dabel auf den Fall
0<e<1. KEsist

Oty g

. o .
6——2nfwa7 xa——l du = (2nv)ma‘j-e——zw wa——vl d(fU
: 0

=@
Da,raus geht helvm ; | ; = ;
1’(a) w (@»hm [{ o 1—-!—(93—{—1) “1+ (x+2)“ 1+ +
| +(x n»—«l)a 11 —~n] fitr 0<m<1

In der Umoebung der Stelle z = 0 1st also 7P‘ () bis auf eine a,ddl-

“tiv hinzutr etende legulal ana]ytlsche Funktion — 7,1@ L iy > 0,
=0 fir 2<0. ‘Man kann anderseits auch schrelben (immer fiir a<1

und- permdlsche Funktionen f; deren Mittelwert =0 ist)
@ g o1 Ty . a1 ___L ro S ga—1
T @) = 1e—DE T =55 [ @D S @ 8

s ist also gegeniiber friher nur die untere Integralgrenze von 0
“nach — o verschoben. Danach ist klar, dass unser neuer Begriff
der a-maligen stetigen Differentiierbarkeit genan mit dem fritheren
‘tibereinstimmt, whhrend die Definition des af* Differentialquotienten,

~den in der Sache liegenden Forderungen gemass, einsleichte Modlﬁ—
kation gegenubel ‘Absatz 1. erfahiren musste : i

8.
Wenn wit die beiden folgenden Tatsachen miteinander verkniipfen:
a) Satz 2. Sindec, die Fourierkoeffizienten von f, so sind

wio

e (amw)te,
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diejenigen des alen ‘Differentiablquoti;enten'.von_ /i und -also
konvergiert, wenn j o-mal stetig differentiierbar ist, die Reihe

el

b) st @ ein positiver Exponent <1 und <o, so ist f gewiss
dann g-mal  stetig differentiierbar, wenn es einer - Lipschitz'schen
Bedingung der Ordnung e geniigh (Satz 1),

“go gelangen wir zu dem Ergebnls

Saiz 3. Geniigt die Funktion f von der Periode 1 einer
Llpschltz schen Bedingung der Ordnung o und ist f§ irgend-
~ein positiver Exponent <te, so konvergiert die Quadrat-
summe"z—]yﬁc;,lg, in der ¢ die Fourierkoeffizienten von Vi

] ,
bedeuten

Holen wir nunmehr den Beweis des zweiten Teiles von Satz 1
nach, so gestalten sich die Schliisse, die zu Satz 3. fithren, am ein-
fachsten folgendermassen: Man kann ohne Rinschriinkung annchmen,

1 Sty
dass [ fdx =0 ist.- Das Integral F' von f ist dann gleichfalls perio-

0
disch, und es konvergiert '

G(x) = ff(“’—i) EPag (= ra—p -7
Setze ich zunachst
= .—Q[g“ﬂzw =" —8 f Fla—bE g
O<e< co)

80 ﬁnden wir fiir die Ableltung dieser Funktion

Too ()= G, () = ”)+“”””e’ Mf(x g)as‘“”’dg

Ferner bilden wir

Pra@ =B U@ —f@—DY & Pag

(I)

M_ﬁ,__i(f? -L0 ﬁff(m__g)g w+h g,

w

Gemiss der Voraussetzung, dass /' einer Lipschitz'schen Bedingung
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mlt einem Exponenten a3 genugt existiert
§(@)= ﬁof{f(w) f(x~s>} T

und ist gleichmissig in z der Limes von g: (z) fire=0, 0 = o,
Da aber der Unterschied von g,  (x) und gs ., (%) bel diesem Grenz-
ibergang gleichmissig zu 0 konvergiert, so folgt, dass auch die Ab-
leitung von @&, | (v) gleichmiissig gegen die Grenze g («) konvergwrt

dass mithin
G (2) = g ()

igt. Wenn abel gi=p f eine stetige Ableitung besnzt, ist 7 selber
B-mal stetig differentiierbar (wie Satz 1 behauptete); iibrigens ist

Sxel ! ST F) g (%) der p** Differentialquotient von f. — Der vie Founer—

koefﬁz1ent von G (z) ist
i (f—-1) 1
r(l—ge 2z (2nv)ﬁ
der von g(x) mithin '

‘ ' wiff
ITA—pez (2av)fe,,

. . : i
Ist in Satz 8 insbesondere « > 5 80 kbnnen wir auch § noch

—é—wéh]en und finden dann, da
1\2 1 1
(Zla)=(Zle P15 =Sl 35

ist, dass die Fourierreihe von f absolut konvergiert. Dieser

>

Satz 4. Die Fourierreihe einer Funktion, die einer Lip-
schitz’schen Bedingung mit einem Exponenten >%genﬁgt,
konvergiert absoluf ;

ist 1914 von S. Bernstein in einer Comptes-Rendus-Note aus-
gesprochen worden.!) Zugleich deutet Herr Bernstein eine sehr
scharfsinnige Konstruktion an, durch die es ihm gelungen ist, zu
zeigen, dass hier die untere Exponentengrenze % nicht weiter herah-
gedluckt werden kann.

b Sur Ia convergence absolue des séries {rigonoméiriques, Gomptes. rendus,
t. 158, séance du 8 juin 1914. .
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