Ein Satz iiber Iteration von Potenzreihen und seine
~zahlentheoretische Anwendung.
’ Yon B
Ruporr FurTER.

Als Manuskript eingsgangen den 2, Februar 1917,

I

Schroder hat in den Math. Annalen, Bd. 3 (1871), pag. 310 u. ff.
die Tteration elnel Potenzreihe:

F@) =2+ a2 0524+ e s R
studiert. Bedeutet /' (”J(z) die ». Tteration von F(z) mit sich selbsf, 50 ist

7@ = o 3 {(2) Ao+ () doa +- ) Ay}

Wwo dle 4, sanze rationale Funktionen der « sind mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten. Fiir - die A4;, gelten Recursionsformeln. Ich
beweige im" folgenden den Satz: :

“Satz: Ist ¥ die‘Potenz einer Primzahl , so ist der Koeffi-
zient von z¢ in F® (2) eine ganzerationale Funktion der
‘@ mit durch 7 teilbaren ganzen rationalen Zahlkoef-
fizienten, wenn

2=a ST+ T e L L
Zum Beispiel ist fir I' = 3:
FO(2) =230, 22+ 3 (0, + 2a) 2°+3 (¢, + b ey 0, -+3 ) z*-}; ey
also der Koeffizient von 27 2% 2* = 28+! durch 3 teilbar.

Beweis: Da < ) 0 <k<"l, durch I teilbar ist, hat man nur zu
beweisen, dass die Koeffizienten in 4, ; fiir die angegebenen # durch:
{ Leilbar sind.
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Ferner ergibt sich 4, s =0, wenn ¢ <T ist.!) Es bleiben nur
die Fille:

g2

F<a<l 417" +1
tibrig. Nach Schroder?) ist:

el -1

A“, ! :2 F[(‘dl) F[iap) ' F(azt 1) _F(l) -

(DL) alz

wo die Summation . tiber alle Kombinationen Uy gy o O~y der Ele-
mente 2, 3,...a— 1 zur (F—1) - Klasse ohne Wlederholung zu er-
strecken ist. - Ausserdem ist:

(or) '
Ff% == 0, wenn @ _ <<,

Fflz’i)l der Koeffizient von z%-1 in (2 @y 2+ a3 2° 4+ )", wenn
gy > e 7
Bei der Summation zur Bild‘unggivon A, ;i darf "deshalb ;
Q=) 2>y > ve >0 |
vorausgesetzt werden. : ‘
~a) Wenn akm() (mod Z), ar—13= 0 (mod 1) ist, so We1den alle
Koeffizienten in F‘ES’_”_)l durch { teilbar oder ‘

F™)  — 0 (mod ).

ap 1
Denn die Koeffizienten von Fx”_)i sind ,Polyhomialkoefﬁzienten:

ar! - [r7nn+ 7 Ao = ar,
+ By A= A hvp="ap—1

Df\, a;; darch 1. teilbar ist, so sind alle P durch { tellbar, ausser
wenn simtliche v,, v,,...w, durch ! teilbar sind®). Dies ist unmdg-
lich, da a;_, zu [ teilerfremd ist. ‘

b) Ist @ eine Zahl, die der Bedingung

b<a<l-U7" -0
geniigt, so ist @ < 20, Setzt man a =+ a, so kann man « ein-
deutig nach Potenzen von ! entwickeln:
@ =gVt b P A g U g, Wo 02 g <Lih=1,2,...4
--1) Schréder, a. a.0. pag. 313, Gleichung (38a).
%) Schroder, a. a. 0. pag. 314.

8) Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4. Aufl, 1894,
pag. 28 u ff.
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Ist g, das elbte von: 1 verschiedene ¢, so: muss ¢, == 0 sein, Denn
fir ¢, > 2 wire:

a=FAd =040 P g T gl?-{—-li‘l—{—---—i—
AT QU S P P e e P P T e 1
gegen Annahme. Also hat o die Form:

A e T 8 PO

Die Anzabl M der Zablen < a, die durch { teilbar sind, ist daher:
M=Zi—1_l__li—2_}_“_+Zi—5~+q1.+1zi~—r~2 +
e e SET TR U
M<l—1.

Die Anzahl N der Zablen <a, die zu ! teilerfremd sind, ist:
N (B0 (T — B e (P — ) g (01—
e R T (e B  aL

b (- Ddg (0<g<D.

Wenn ¢ zu ! teilerfremd ist, so ist ¢; > 0. und

N<P—Vr "t — 1) =0 —]"""1,
N<PF—1. :

Unteér den N zu { teilerfremden Zahlen tritt auch g selbst auf.
Sieht man von dieser Zahl ab, so bleiben die zu I teilerfremden
Zablen <<a ibrig; ihre.Anzahl ist daher << li—1, falls:

| P<a<l-l-tg. ol
Wenn o durch [ teilbar ist, so ist ¢; =0 und ,
N e (b 1) (==t e 1) = =71 o 1
N<li—l,

Die Anzahl aller zu I teilerfremden Zahlen < a, wo “
durch I teilbar ist, ist hochstens gleich #—1, falls A

b<a<PAU71ee -0
¢) Grreifen “wir aber irgendeinen Summanden aus

P az) (1)
Aa, A 21?[(51) Félz - F

a 4 11
(@)

zﬁ-}----—1—l>a>a1>--->aéf—1>1

heraus, so sehen wir, dass nicht alle @, zn [ teilerfremd sein konnen;
denn unter den Zahlen 2, 8, -0 —1 gibt es nach dem Resultat unter
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b) hochstens #— 2 zu I teilerfremde Zahlen. Ebensowenig kinnen
alle durch [ teilbar sein, da ja M < li—1. Also muss wenigstens ein-
mal auf ein zu | teilerfremdes ;_, ein durch [ teilbares a, treten oder
umgekehrt. Im ersten Fall, und dieser trith imme1 ein, wenn ¢ zn [

teilerfremd ist, ist nach a) F(‘”‘) == 0 (mod /). Der zugehtrige Sum-

mand von Aa, 7 hat durch 7 teﬂbme Koefﬁzmnten Im zweiten TFall
ist a, Upyoe s Oy durch I teilbar, ., =zu -1 teilerfremd, Dann nuss
es ein a, , k >k geben, das durch [ teilbar ist. Denn es gibt hochstens
li—Tzu lteilerfremde Zahlen < ¢, und hochstens l@—-ln(kwl) (=1)—1
zu [ teilerfremde Zahlen, die < g, sind, und es ist i +1—k> (i —1)—
(k—1)(—1)—1. Damit ist bewiesen, dass in jedem Summand von
Ag, 7 €in F(“k‘) auftritt, in dem @, , =50, g,=0 (mod !) ist. Alle
Koefﬁmenten “von Ay ¢ sind ‘daher durch { teilbar nach a) und der
Batz ist bewiesen,

d) Im Fall =001+ 4= 1ist =0 (mod I), N= I —1; im
Fallo=1{0'+ 0+ 4« 141 ist 5= 0 (mod [), N=1V, und es gibt
I'—2 Zahlen zwischen 1 wnd ¢ mit Ausschluss der Grenzen, die zu
! teilerfremd sind. Also muss auch jetzt in 4 Zi’eink Fg‘f)l auftre-
ten, fiir das o, =0 (mod ), @ =20 (mod1) ist. :

IL.

Der unter 1. bewiesene Satz leistet gute Dienste bei der Be-
trachtung der hiheren Verzweigungskorper einer Primzahl i, die im
Grad und ‘der Discriminante eines Korpers auftritt.!) Um dies zu
zeigen, -seien folgende vereinfachte Annahmen gemacht: Gegeben
ein Grundkorper & und in demselben eine zykhsche Glelchuno == (rien
Grades:

m = Zn:xm___.vl :19’”‘1+v2 :z;m—2_____ o +(_1)z,”m: 0

(v¢, vy, --w, Zahlen von k), deren Wurzeln den Korper K festlegen
sollen. - Die Wurzeln der Gleichung seien. durch

gy Sg, Szg’ e Sm-—1g

gegeben, wo s" = ¢ die Einheitssubstitution ergebe. Ist [ ein in
(1) enthaltenes Primideal von k, so werde [ in K die m-Potenz
eines Ideals &

Izgm'

1) Siehe Hilbert, Die Theorie der alg. Zahlkorper. Berlin 1897, pag. 2564 u. ff
Weber;Algebra II Bd. ‘Brannschweig 1899, pag. 664 u. i
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Ist 4 irgendeine Zahl von K, deren Zahler durch & nicht aber
durch 82 teilbar, deren Nenner aber zu & teilerfremd sei, so ist,
da s:Substitution der Verzweigungsgruppe von: [ ist:

=} (mod £%) und
sA =124 0,4% (mod £%),

wo &, eine Zahl von I ist, | deren-Nenner zu [ teilerfremd ist; denn
jede Zahl von K ist (mod ) einer Zahl von % konoment Fihrt
man so fort, so wird

sh= 1l a, LZ—|— agau— S e A (mod @ ),

wo I eine beliebig grosse Zahl ist. Aus dem in I erhaltenen Satz
folgt- dann, da s8 = 8: ‘

slixzx—|—l(ﬁzx2+ﬁga3 s B it +z+1’zz] g B +z+1)
(moag*-11%8)
¢ 1ist hier irgendeine Zahl < n. Da
Pt Pt 11 1= 0 (mod €,
80 folgt’ aus ‘,obigem2):
szil_-:l (mod ﬁziﬂi_“’"'”"‘z), i=1,2,.. n -1, (1)

Bei Einftihrung symbolischer Potenzen lisst sich dlese Kongmenz
80 schrexben : ' :

st Farf—1i.i4741
. )"1 8. = 1 (mod 8 + +' + +) y
woraus durch Potenzieren: ‘
iyi-1 7 PV oy SUREGRNY g SRR |
7&(1—32) 1 (mod Qi+t T B 0, bt o @+ FLr R

Ist A eine beliebige Z ahl von K, deren Nenner zu & teﬂerfremd
ist, so ist auch jetzt: :

A=y, +p Ay - 4 (mod € 1) (y; Zahlen von )
§4 — A=y, (71— 1) Ay (= B) oo (6= 1) (mod )
oder wegen oben:
o4 = 4 (mod @+ HmHLEY), @).

) Vergl Math. Annalen, Bd. 75 (1914), pag. 195. II. Hilfsalz,
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: Hieraus erkennt man, wie der Korper K im allgemeinen n
tiberstrichene Verzweigungskorper bildet,von :denen jeder den Relativ-
grad ! zum vorhergehenden hat. . Zugleich ergibt sich der Satz:

Satz: Ist K ein relativ-cyklischer Korper zu % vom Relativ-
grad I* uand wird ein Primideal I von (1) in k die {*'
Potenz eines Primideals. in K, so ist die Relativdis-
criminante von K in bezug auf % teilbar durch:

[Pty @—9 @ "y PR D)

Demn die Relativdifferente von 4 lisst sich so schreiben:

. Pi1 n—1 17221 ;
()= IT (4A—A)= 1T II' (4—s"4),
k=1 i=0 k=1
wo das innere Produkt nur iiber diejenigen & zu erstrecken ist, die zu !
teilerfremd sind. Solcher Zahlen gibt es aber ¢ (' ™) =1""*"1(1—1).
Also ist das innere Produkt durch

8z“—i—l(z~1)(zi+zf—1+---+z+,2)‘__Bz"+ sgpmizl

teilbar, und 6 () durch:

72—1
2’ (Zn—lf(Z—Z)l”_l—l)
8i_=o . S gnl”—%(Z—Z)(l”_l+l’~‘_2+~--+l}1)

Die Relativdiseriminante ist aber die Rela,tlvnorm der Differente
beziiglich &, w. z. b. w.

Wenn | zur Discriminante des Korpers % teilerfremd ist, so
lisst sich leicht.zeigen, dass die Kongruenz (1) fir keine hohere
Potenz von £ erfiillt sein kann. Die im Satz enthaltene Potenz ist
dann auch die hochste in der Relativdiscriminante enthaltene Potenz
von L. Dies tritt zum Beispiel ein, wemn % der Kérper der ratio-
nalen Za,hlcn und K Unterkorper der !"-Einheitswurzel lst

Ziirich, den 18. Ja,nua,r 1917.
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